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1 Une équation aux dérivées partielles.

Q 1 Soit une fonction f : R2 7→ R de classe C1 telle que ∀a ∈ R2, dfa = 0. Soit un point X = (x,y) ∈ R2 fixé.
On définit la fonction

φ :
{

[0,1] −→ R
t 7→ f(tx,ty)

a. Montrer que la fonction φ est de classe C1 sur [0,1] et calculer sa dérivée φ′(t).
b. En déduire que la fonction de deux variables f est constante.

Q 2 Soit une fonction f : R2 7→ R de classe C1 sur R2 telle que :

∀(x,y) ∈ R2,
∂f

∂y
(x,y) = 0

a. Soit un point X = (x,y) ∈ R2 fixé. On considère la fonction

g :
{

[0,1] −→ R
t 7→ f(x,ty)

Montrer que la fonction g est de classe C1 et calculer sa dérivée g′.
b. En déduire qu’il existe une fonction K : R 7→ R de classe C1 sur R telle que

∀(x,y) ∈ R2, f(x,y) = K(x)

Q 3 Soit une fonction de deux variables f ∈ C1(R2,R) et deux fonctions de deux variables φ ∈ C1(R2,R),
ψ ∈ C1(R2,R). On définit la fonction

g :
{

R2 −→ R
(x,y) 7→ f

(
φ(x,y),ψ(x,y)

)
Montrer que la fonction g est de classe C1 sur R2 et que et calculer ses dérivées partielles en tout point

Q 4 On se propose de déterminer les fonctions f : R2 7→ R de classe C1 vérifiant l’équation aux dérivées
partielles

∀(x,y) ∈ R2,
∂f

∂x
(x,y) =

∂f

∂y
(x,y) (1)

a. Soit une telle fonction f . On introduit la fonction

g :
{

R2 −→ R
(u,v) 7→ f(u+ v,u− v)

Calculer les dérivées partielles de g par rapport à u et v.
b. Déterminer la fonction g.
c. En déduire les fonctions f vérifiant l’équation aux dérivées partielles 1.
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2 Exercices

Q 5 On considère la fonction de deux variables définie par :

f :


R2 −→ R2

(x,y) 7→
{
x2y2 ln(x2 + y2) si (x,y) 6= (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)

Étudier la continuité et l’existence de dérivées partielles de f . La fonction f est-elle de classe C1 sur R2?

Q 6 Soit une fonction d’une variable f ∈ C1(R,R). On définit la fonction de 2 variables g par :

g(x,y) =


f(x)− f(y)

x− y
si x 6= y

f ′(x) si x = y

Montrer que g ∈ C1(R2,R).

Q 7 On considère l’application f définie par :

f :


R2 −→ R

(x,y) 7→
{
xy2 sin(x/y) si y 6= 0
0 si y = 0

a. Montrer que l’ensemble U = {(x,y) ∈ R2 | y 6= 0} est un ouvert de R2.
b. Montrer que la fonction f est de classe C1 sur l’ouvert U et, pour (x,y) ∈ U , calculer les dérivées

partielles premières de f au point (x,y).
c. Montrer que la fonction f est continue au point (0,0).
d. Soit un réel non-nul x0 ∈ R∗. Étudier la continuité de la fonction f au point (x0,0).
e. Montrer que la fonction f possède des dérivées partielles premières au point (0,0).
f. On considère un réel non-nul x0. Étudier l’existence des dérivées partielles premières de la fonction

f au point (x0,0).

g. Étudier la continuité des fonctions dérivées partielles
∂f

∂x
et
∂f

∂y
.
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