MPSI 2 1 TD 30

1 Une équation aux dérivées partielles.

Q 1 |Soit une fonction f : R? - R de classe C! telle que Va € R?, df, = 0. Soit un point X = (z,y) € R? fixé.
On définit la fonction
b { [0,1] — R

i o [t ty)

a. Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur [0,1] et calculer sa dérivée ¢’ (t).
b. En déduire que la fonction de deux variables f est constante.

Q 2| Soit une fonction f: R? — R de classe C! sur R? telle que:

of
2 _ =
V(z,y) € R, By (z,y) =0

a. Soit un point X = (x,y) € R? fixé. On considere la fonction

{ [0,1] — R
t = f(aty)

Montrer que la fonction g est de classe C* et calculer sa dérivée g'.
b. En déduire qu’il existe une fonction K : R — R de classe C! sur R telle que

V(zy) €ER?,  f(zy) = K(z)

Q 3| Soit une fonction de deux variables f € C*(R%,R) et deux fonctions de deux variables ¢ € C}(R%R),
Y € C1(R%R). On définit la fonction

{ R2 — R
T @y) = f(oey)w(zy)

Montrer que la fonction g est de classe C! sur R? et que et calculer ses dérivées partielles en tout point

On se propose de déterminer les fonctions f : R? — R de classe C' vérifiant ’équation aux dérivées

partielles
af of
R?, = === 1
V(zy) €R%, = (zy) a9y () (1)
a. Soit une telle fonction f. On introduit la fonction
) RZ — R
g (u,v) = f(u +vu— U)

Calculer les dérivées partielles de g par rapport a u et v.
b. Déterminer la fonction g.
c. En déduire les fonctions f vérifiant I’équation aux dérivées partielles 1.
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Exercices

@ 5| On considere la fonction de deux variables définie par :

R2 — R2
fr (@y) 2?y?In(2® +y?) i (zy) # (0,0)
’ 0 si (z,y) = (0,0)

Etudier la continuité et D'existence de dérivées partielles de f. La fonction f est-elle de classe C* sur R??

Q 6 | Soit une fonction d’'une variable f € C*(R,R). On définit la fonction de 2 variables g par:

@10
9(zy) = T -y
f'(x) siz =y
Montrer que g € C'(R?%R).
@ 7|On considere 'application f définie par:
RZ — R
2 . .
: zy°sin(x/y) siy#0
I @y - (=/v) :
0 siy=20

=

- 0 0

Montrer que 'ensemble U = {(z,y) € R? | y # 0} est un ouvert de R2.

Montrer que la fonction f est de classe C* sur ouvert U et, pour (z,y) € U, calculer les dérivées
partielles premieres de f au point (z,y).

Montrer que la fonction f est continue au point (0,0).

Soit un réel non-nul zo € R*. Etudier la continuité de la fonction f au point (z,0).

Montrer que la fonction f possede des dérivées partielles premieres au point (0,0).

On considére un réel non-nul zo. Etudier existence des dérivées partielles premieres de la fonction
f au point (x¢,0).
of  of

Etudier la continuité des fonctions dérivées partielles =~ et ——

ox Oy’



