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1 Intégrales de Wallis.

Pour un entier n € N, on pose:
/2
I, = / sin™ ¢ dt
0

Calculer les intégrales Iy et I.

Q@ 2 | Montrer que la suite (In) est décroissante.

@ 3 | Montrer que pour un entier n > 2,
TlIn = (n — 1)In_2

R In
4 | Montrer que =L 1.
due =7

n n—-+o0o

Q@ 5| Soit un entier p € N. Calculer les intégrales Io, et Ispy1. (On fera apparaitre dans le résultat final, le

coefficient binémial (2:))
@ 6 | Montrer que pour tout entier n € N, la suite de terme général (n + 1)I,,I,,+1 est constante.

™

Q@ 7| Montrer que I, ~ 5

n

— 2
@ 8 | En déduire un équivalent de la suite de terme général ( p).
p

@ 9| On peut montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1
nl ~ Ce "n"t2

Trouver, en utilisant les intégrales de Wallis, la valeur de C. On obtient alors la formule de Stirling qui
donne un équivalent de n!:
n n
n! ~V2mn (—)

e

@ 10 | Montrer que pour tout entier n € N :

/2 1 (n_1)
I, = / cos” tdt = / (1—2*) "= dx
0 0
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2 Algorithme du rang

Soit E un K-e.v. de dimension finie. On considere un systeme de vecteurs de E':

S = (xla"'vxk)

Q11 ‘ Montrer que l'entier rg(S) est le plus grand des cardinaux des systemes libres extraits de S.

Q 12 |Soit le systeme S’ = (x1, . ..,2i—1,Y,Tit+1,- - - ,Tx) oU 'on a remplacé le i€ vecteur z; par une combinaison

linéaire de la forme
y=)\1x1+...+)\ixi+...—|—/\kxk

avec \; # 0. Montrer que Vect(S”) = Vect(S) et que rg(S") = rg(S).

Q@ 13 | Montrer que 1'on peut supprimer les vecteurs nuls dans la recherche du rang:

rg(x1,...,25,0,...,0) =rg(z1,...,28)

On considére maintenant une base de E, e = (eq,...,e,) et on décompose chacun des vecteurs xz; sur

cette base:
Vi € [1,k], T; = T1;€1 + Toi€o + ...+ Tpiln

On écrit les composantes des vecteurs (x1, . ..,zx) sous forme de tableau:

T T2 e e Tk
el 11 T12 cee oe. Ik
() 21 Z22 e eee T2k
(%% Ipnl Tp2 .- .. Tpk

Q 14| Quel est le rang dans R® du systeme (21, .. .,76) ol
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Q 15 | Dans l'espace vectoriel R*, on considere le systeme S = ((1,1,1,1),(5,2,3,1),(8,3,3,1),(3,0,1, — 1)). Trouver

son rang.

Q 16 | Dans I'espace vectoriel R*, on considere le sev F' = Vect((1,1,1,1),(4,4,3,2),(2,5,2,1),(5,8,4,0),(1,4,1,—2)).
Trouver la dimension de F' et une base de F.

Q 17| Soit
) R3 — R4
(JU’Z/,Z) = (Z‘ _y7x+y+z7z_y72x_y_2'z)
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Déterminer rg(u).

@ 18 | Soit ’application

. ]R4 _ RB
(xayazat) = (2x+y—z,t—x,x—|—y+z+t)

Trouver une base de Ker u, et déterminer sa dimension.

Q@ 19 | Soit l'espace vectoriel E = R3[X]. On considére les formes linéaires définies par :
[i(P) = P(2) + P(1) = P(0) + P(3), fa(P) =3P(2) - P(0)
fs(P) = —=P(3)+ P(0) — P(2), fa(P)=3P(0)+2P(2)—P(1)

Trouver le rang du systeme (f1,...,f4) dans E*.

Q 20 | Montrer qu'il existe (a,b,c) € R? tels que

VP € Ry[X], /1 £(t) dt = aP(~1) + bP(0) + cP(1)
0

Q@ 21| Soit le sous-espace vectoriel de C*°(R,R) défini par E = Vect(ey,ea,e3) ol

{]R—>]R {]R—> R {]R—> R
er: , €9 €3

z = e r — e¥sinx r +— ecosx
On définit
F={fecFRR)|Iabe) € R® tq Ve € R,f(x) = (a — b)e" cosz + (b — c)e” sinx + ae”}

a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension finie, et préciser sa dimension.

b) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F dont on précisera la dimension.

b) Soit D lapplication telle que Vf € E, D(f) = f'. Vérifier que D € L(FE), puis montrer que D est
inversible.

‘ Q 22 ‘Dans I'espace vectoriel E = R™, on définit pour un réel o € R, V(4,5) € [1,n]?, a;; = 1+ (v — 1)8;; ou d;5
est le symbole de Kronecker :
0ij = ! bl l :j:
0 sii#j

Pour j € [1,n], on note z; = >, a;je; ou (eq,...,e,) est une base de E. Trouver le rang du systéme
(xlv s 7xn)'




