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1 Polynômes d’Euler-Bernoulli

On note l’espace des polynômes à coefficients réels E = R [X ] et le sous-espace des polynômes de degré
inférieur à n, En = Rn[X ]. Pour un réel α ∈ R et un polynôme P ∈ E, on pose :

Tα(P ) = P ◦ (X + α)

Q 1 Montrer que l’application Tα : E 7→ E est un automorphisme de l’espace vectoriel E. De quelle structure
peut-on munir l’ensemble {Tα | α ∈ R}?

Q 2 Pour quelles valeurs de λ ∈ R l’endomorphisme Tα − λ id est-il non-inversible?

On définit dans la suite ∆ = T1 − id : ∀P ∈ E, ∆(P ) = P (X + 1)− P (X).

Q 3 Soit un polynôme P de degré n ≥ 1. Déterminer le degré de ∆(P ).

Q 4 Déterminer Ker ∆.

On définit la suite de polynômes Qh, (0 ≤ h ≤ n) par :{
Q0 = 1
∀h ∈ [1,n], Qh(X) = X(X − 1) . . . (X − h + 1)

Q 5 Prouver que (Qh)0≤h≤n est un système libre de de En. On admettra qu’il forme une base.

Q 6 Calculer ∆Qh.

Q 7 Pour p ≤ 4, décomposer Xp dans la base (Q0, . . . ,Q4).

Q 8 Montrer que pour tout entier k ∈ N, il existe un unique polynôme Bk ∈ E vérifiant :{
Bk(X + 1)−Bk(X) = Xk

Bk(0) = 0

On précisera le degré du polynôme Bk.

Q 9 Déterminer les polynômes B0,B1,B2,B3 (donner leur forme factorisée).

Q 10 Pour k ∈ N∗ et n ∈ N, on définit la somme Sk(n) =
∑n

i=1 ik. Exprimer la somme Sk à l’aide des
polynômes Bk et en déduire l’expression de Sk(n) pour k ≤ 3.

2 Polynômes osculatoires

Soit n réels distincts (x1, . . . ,xn) ∈ Rn, et n réels (y1, . . . ,yn,y′1, . . . ,y
′
n) ∈ R2n. On se propose de trouver

un polynôme P de degré inférieur à 2n− 1 tel que

∀i ∈ [1,n], P (xi) = yi et P ′(xi) = y′i

On considère la base de lagrange (L1, . . . ,Ln) telle que

∀(i,j) ∈ [1,n]2, Li(xj) = δij
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On définit alors {
Ui =

[
1− 2(X − xi)L′

i(xi)
]
L2

i

Vi = (X − xi)L2
i

Q 11 Calculer pour j ∈ [1,n], les réels Ui(xj),U ′
i(xj) et Vi(xj), V ′

i (xj).

Q 12 En déduire un polynôme P vérifiant les hypothèses de l’énoncé.

Q 13 Montrer l’unicité de P .

Q 14 Deux voies ferrées sont représentées par les droites y = 0 et y = 2. On veut représenter un aiguillage
joingnant les deux voies par un polynôme de degré 3 joignant les points (0,0) et (4,2) qui soit tangent
aux deux voies. Déterminer ce polynôme.
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