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On considère dans ce problème l’espace vectoriel E = Rn et f ∈ L(E) un endomorphisme de E vérifiant

f2 =
1
2
(f + id) (1)

Q 1 Déterminer les réels α tels que f = α id vérifie la relation (1)

On suppose désormais que f n’est pas une homothétie.

Q 2 Exprimer f3 et f4 comme combinaison linéaire de id et f .

Q 3 Etablir par récurrence que ∀n ∈ N, ∃(an,bn) ∈ R2 tels que

fn = anf + bn id

On déterminera a0,b0,a1,b1 et l’on exprimera an+1,bn+1 en fonction de an et bn.

Q 4 Former une relation entre an+2,an+1 et an d’une part et entre bn+2,bn+1 et bn d’autre part.

On note p = 2
3f + 1

3 id.

Q 5 Montrer que p est un projecteur.

Q 6 Monter que f est un automorphisme de E et exprimer son inverse f−1 comme combinaison linéaire de
f et id.

Q 7 Montrer que E = Ker
(
f − id

)⊕Ker
(
f + 1

2 id
)

Q 8 Déterminer Ker p et Im p en fonction des deux noyaux de la question précédente.

Q 9 Montrer que Im(f − id) ⊂ Ker
(
f + 1

2 id
)
.

Pour λ ∈ R, on note
E(λ) = {x ∈ E | f(x) = λx}

On dit que λ est une valeur propre de f ssi E(λ) 6= {0}. On appelle alors vecteur propre tout vecteur
non-nul de E(λ).

Q 10 Montrer que ∀λ ∈ R, E(λ) est un sev de E.

Q 11 Soit λ ∈ R une valeur propre de f et x ∈ E un vecteur propre de E(λ). Montrer que 2λ2 − λ− 1 = 0 et
en déduire les valeurs propres éventuelles de f .

On considère maintenant l’endomorphisme

f :

{
R2 −→ R2

(x,y) 7→
(x− y

2
,− x

)
Q 12 Déterminer f − id, 2f + id, et calculer (f − id) ◦ (2f + id).

Q 13 Déterminer E1 = Ker
(
f − id

)
et E2 = Ker

(
2f + id

)
.

Q 14 Soit X = (x,y) ∈ R2. Décomposer X sur E1 ⊕ E2.

Q 15 En déduire l’expression analytique de fn pour n ∈ N.
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