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1 Structures

@ 1|On considere un anneau (A, + ,x) et I'application

¢:{A — 4

a = a

On suppose que 'application ¢ est un morphisme surjectif. Montrez que 'anneau A est commutatif.

2 Le théoréeme chinois

Q 2 | Soient deux entiers premiers entre eux: n A m = 1 et deux entiers (a,b) € Z2. Montrer qu’il existe un

entier x € Z tel que
x =a[m] (1)
x =b[n]

@ 3 | Déterminer toutes les solutions de (1).

Q@ 4| Trouver x € Z tel que
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Montrer que si m An = 1, les groupes Z/(mn)Z et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes.

3 Le petit théoreme de Fermat

Soit un nombre premier p et un entier k € [1,p — 1]. Montrer que p divise ().

Q 7 | Soit un nombre premier p € N* et deux entiers relatifs (a,b) € Z2. Montrer que

(a+b)P =aP + P [p]

@ 8| Soit un nombre premier p. Montrer que
2=t =1 [p]

Q@ 9 | Montrer le petit théoréme de Fermat : soit a € N* et un nombre premier p € P tels que p ne divise pas
a. Alors:

a’l=1 [p]
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4 L’indicateur d’Euler

Pour un entier n € N*, on note ¢(n) le nombre d’entiers 0 < k < n — 1 premiers avec n:

¢p(n)=CardE, on E, ={k€[[0n—1] | kAn=1}

Q 10 ‘ Montrer que ¢(n) est le cardinal du groupe des éléments inversibles de l'anneau Z /nZ.

Soient deux entiers strictement positifs m et n premiers entre eux: m A n = 1. Soit un entier x € F,,,.
On définit les entiers f(z) € [0,m — 1] et g(z) € [0,n — 1] tels que

et I'application

Q 11 | Montrer que I'application F est bien définie et qu’elle est bijective. En déduire que V(m,n) € N2,

mAn=1= ¢(m xn)=¢(m) x ¢(n)

@ 12 |Soit un nombre premier p et un entier «. Calculer ¢(p®). On pourra dénombrer les entiers compris entre
0 et p* — 1 qui ne sont pas premiers avec ’entier p®.

@ 13 | Soit un entier décomposé en produit de facteurs premiers :

— 1 A
n=py ...pPr

Montrer que

@ 14 | Soit un entier n > 2 et un entier a tel que a An = 1. Montrer le théoréme d’Fuler:
a®™ =1 [n]

On pourra considérer le groupe (U,,,x) des éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ,+ ,x) et la translation
a gauche

oy u, — U,
"1 X - axX

@ 15 | Pourquoi le petit théoreme de Fermat est-il une conséquence du théoreme d’Euler?



