s Fx 1 El Facile M
Soit un espace préhilbertien réel F et deux vecteurs z,y € E.
a) Développer 1’expression

2
[ = @ 1)
b) Retrouver 'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le cas d’égalité.

HEN x 2 Bl Cours, a faire I
Sur Pespace des polynomes a coefficients réels de degré inférieur & 2, F = Ry[X], on définit

(P Q) =PL)Q() + P(0)Q(0) + P(-1)Q(-1)
Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire, et trouver une base orthogonale pour ce produit scalaire.

I Fx 3 Bl Cours, 3 faire NN

Dans I'expace vectoriel R* muni de son produit scalaire usuel, on considere les vecteurs v; = (0,3,1, — 1) et
ve = (1,2, — 1,1). Soit F le s.e.v. engendré par ces deux vecteurs. Déterminer un systéme d’équations de F*
puis une bon de FL.

s Ex 4 . Moyen I
Soit E un espace préhilbertien réel, et B = (eq,...,e,) un systeme de vecteurs de E de norme 1 tels que:

n

Ve € E, :sz(x|ek).ek
k=1

a) Montrer que si ¢ # j, alors (e; | ;) =0
b)Montrer que B est une base orthonormale de E.

B Fx 5 Bl Technique classique, moyen
Soient E un espace préhilbertien réel et une application f : E — E vérifiant f(0) =0 et

V(wy) € B, |[f(x) = fW)l = llz -yl

a) Montrer que V(z,y) € E?, || f(2)]| = [[z] et (f(z) | f(y)) = (| y).
b) Calculer ||f(Az + py) — Af(z) — pf(y)||* et en déduire que I'application f est linéaire.

s Fx 6 Bl Moyen, classique I
Pour deux matrices A,B € MM, (R) on définit:

(A| B) =Tr(A'B)

a) Montrer que (.| .) est un produit scalaire sur l'espace des matrices carrées E = 0, (R).
b) Montrer que ’ensemble des matrices symétriques et 'ensemble des matrices antisymétriques forment deux
sous-espaces orthogonaux pour ce produit scalaire.

¢) Déterminer la projection orthogonale d’une matrice A sur l'espace des matrices antisymétriques.

. X 7 Moyen I

Soit (.| .) un produit scalaire sur R™, e la base canonique de R™ et A la matrice de ce produit scalaire dans la
base canonique.

a) Lorsque n = 2, montrer que Tr(A4) > 0 et det(A) > 0.

b) Lorsque n > 3, montrer que Tr(A) > 0 et det(A) > 0.

¢) Montrer que Vp > 2, AP est une matrice symétrique définie positive (et donc qu'elle définit également un
produit scalaire sur R™). On distinguera les cas p pair et impair.

s Ex 8 Bl Cours, 3 faire N
Sur 'espace E = R, [X], on définit pour deux polynémes (P,Q) € E?,

(P|Q) = / tP(H)Q) dt

a) Vérifier que c’est un produit scalaire.
b) Déterminer une base orthonormale du sous-espace F' = Ry[X] pour ce produit scalaire.
c) Déterminer le projeté orthogonal du polynéme P = X2 sur le sous-espace F.



s Fx O B Cours, a faire M

Soit (E,n, (. |.)) un espace euclidien et un vecteur x € E. Soit un vecteur non-nul ¢ € E. On définit la droite
vectorielle D = Vect(a) et son orthogonal H = D*. Exprimer les distances d(z,H) et d(x,D) en fonction de la
norme du vecteur = et du produit scalaire (z | a).

B Fx 10 El Moyen I
On considere une matrice A = ((ai;))1<ij<n € Mn(R) symétrique définie positive.
a. Montrer que Vi € [1,n], a;; > 0.
b. On considere pour k € [1,n], la matrice extraite Ar = ((aij))1<ij<t € PMr(R). Montrer que Ay est
symétrique définie positive.
c. Montrer par récurrence que toute matrice symétrique définie positive se décompose sous la forme A = L'L

ou L est une matrice trianglulaire inférieure inversible. Cette décomposition s’appelle la décomposition de
Choleski de la matrice A.



Corrigé des exercices

Q@ 1| En développant, on trouve
2 2
Iyll*l]® =2 (= [ )" lyll> + (@ | 9)" ly]* = 0

Donc si y # 0, en divisant par ||y|?, on retrouve Cauchy-Schwarz:

2
(@ y)” < lal?llyl?

avec le cas d’égalité qui correspond a ||y||%z = (z | y) y, ce qui implique que (z,y) est un systeme lié.

m La seule difficulté consiste & montrer que (. |.) est défini. Si un polynéme P € Ro[X] vérifie (P | P) = 0,
alors P(1) = P(0) = P(—1) = 0, et donc le polynéme P admet trois racines distinctes. Comme deg(P) < 2,
P = 0. Pour trouver une base orthonormale, on utilise I’algorithme de Schmidt en redressant la base canonique
(1,X,X?) de Ry[X]. On calcule ||1|| = V3 et donc €; = 1/+4/3. Ensuite, on cherche f sous la forme fo = X — A&y
avec la condition (g1 | f2) = 0. On trouve que A = (X |e;) = 1+0-1 = 0, dou fo = X et puisque
(1X] = V2, g9 = X/\/§ Ensuite, on cherche f3 = X2 — \e; — ues avec les conditions A = (X2 | 51) = 2/\/§ et
p=(X?]ez) =0dou f = X? —2/3. En normalisant, on trouve e3 = (V3/V2)(X? —2/3).

‘Q 3‘ Soit un vecteur X = (z,y,2,t) € R*. Alors

XeFle—= X|v)=X|v) =0 By+z—t=0ctaz+2y—z2+t=0)

On a donc trouvé un systeme d’équations de F-. On calcule ensuite une base de F'-: e; = (0,0,1,1), ex =
(—5,1,0,3). On redresse cette base en utilisant ’algorithme de Schmidt : &1 = (1/v/2)(0,0,1,1), e2 = (v/2//61)(—5,1,3/2,3/2)
et alors (€1,62) est une bon de F'*.

Q 4| Soit 7 € [1,n]. On écrit

ei:Z(€i|€k).6k:>(€i|€i):Z(€i|€k) + (ei | i) :>Z (ei | ex)® =

k=1 ki ki

(car |le;|| =1 ). Donc Vi # k, (e; | ex) = 0. Le systeme est donc formé de vecteurs orthogonaux deux & deux.
D’apres le cours, il est libre. Par définition, le systeme est générateur. On a donc une base orthonormale.

Q5

a) Faire x = 0 et utiliser I'identité de polarisation.

En développant et en utilisant a), on trouve que cette quantité est nulle.

b)
Si A = ((ai;)) et B = ((bi;)), on calcule
(A| B) 2": En:awb ]
i=1 j=1

a) Donc (A | A) =32, <, ai;- On en déduit que (. | .) est positive et définie. La bilinéarité et la symétrie ne
posent pas de problémes.

b) (A| B) = Tr(A'B) = Tr(AB) = Tr(t(Af’B)) =Tr(B'A) = Tr(*AB) = — Tr(AB) et on en tire que (A | B) =
0. Par conséquent, les sous-espaces formés des matrices symétriques et antisymétriques sont orthogonaux :

Mo(R) = Ay (R) B Sn(R)

¢) On reprend la décomposition d’une matrice quelconque en une somme d’une matrice antisymétrique et d’une
matrice symétrique vue en cours:

A= (A—tA)+%(A+tA)

N =

1
Alors le projeté orthogonal de la matrice A est la composante antisymétrique: p(A) = §(A —tA).

Q7a) A= <(61 lex) (e ] 62)). Par conséquent

(e2]e1) (e2]e2)
Tr(A) = Jlex||* + [le2l|* > 0 det(A) = |lex]|?[le2]|* — (e1 | e2)* > 0

En effet, par Cauchy-Schwarz on obtient det(A) > 0 et si det(A) = 0, les vecteurs eq,eq seraient liés ce qui est
faux.



b) Utilisons le théoréme de Schmidt: il existe une base € orthonormale. Alors la matrice du produit scalaire
dans cette base vaut I,,. D’apres les formules de changement de bases pour les matrices de produits scalaires,
en notant la matrice de passage P = P, .., on a

A=tpr,Pp=tpp

et alors det(A) = det(P)? > 0 (car P est inversible). D’autre part,
T(4) = Yl > 0
i=1

¢) La matrice A™ est symétrique et inversible: si X € M1 (R) vérifie AX = 0, alors "X AX =0 et donc X =0
puisque A est définie. Donc det(A™) = det(A)™ # 0 et donc A™ est aussi inversible.

1. p=2k: Soit X € M,,1(R).
a="XA%*X ="(AFX)I,(AF X)
et donc puisque (A*X) € M,1(R) et que I, est définie positive, o = 0. De plus, si X A%*X = 0, il vient
alors que A*X = 0 et puisque on a vu que A* était inversible, X = 0. Donc A?* est définie positive.
2. p=2k+1:soit X € M, (R).
a='TXA2HX =" (AFX)A(AF X)
et par le méme raisonnement, puisque A est définie positive, on trouve que o > 0 donc que AZ**1 est
positive et que si ‘XAt X = 0, alors A*X = 0 et que X = 0 (car A* est inversible). Donc AZ++1 est
également définie.

Q 8| Utilisons I’algorithme de Schmidt pour redresser la base canonique de F. eg =1, e; = X, e; = X2. On trouve

lleol| = 1/v/2 donc g9 = /2. Ensuite on trouve e; = 6(X — 2/3) puis g2 = 10v/6(X? — 6/5X 4 9/30). On
détermine alors p(P) = ages + a161 + apeo et les conditions d’orthogonalité donnent : ag = (P|eo) = (V2/5),
a1 = (P|e1) =1/5, as = (P | e2) = v/6/35 et alors le projeté orthogonal vaut

4 6, 12

—t+

_ = 2
T35 7 7t

p(P)

Notons p(x) le projeté orthogonal du vecteur = sur le sous-espace H. Alors d(z,H) = || — p(z)|| et d(z,D) =
(z]a)

p(z)]|. Ecrivons que = A.a + p(z). Alors (z | a) = M|a||? + (p(z) | a) = A||a]|?. On tire donc A =
lall?

puis

successivement

(@10) \ yopy - 10 d(x’H):\/IIxIIQIIaIIQ—(xIa)Q

ple) =2 =" Jall lal

(la quantité sous la racine est positive d’apres Cauchy-Schwarz).

Q10

a. Considérons la matrice colonne X}, avec un 1 sur la ieéme ligne et des zéros ailleurs. On calcule
thAXk =apr >0

b. Soit k € [1,n]. Montrons que la matrice Ay est définie positive. Soit X € My (R). En complétant avec
(n — k) lignes de zéros cette matrice colonne, on forme une matrice colonne X’ € 9, (R). Alors par le

calcul,
EXALX ="X'AX >0

avec égalité si et seulement si X = 0.
c. Pour une matrice 1 x 1, A = (a), puisque « > 0, il suffit de poser L = (y/a) pour avoir le résultat.

Supposons la propriété vraie a 'ordre (n — 1) et montrons la décomposition a l'ordre n. Soit A € M, (R)
une matrice symétrique définie positive. Ecrivons

(A, C©
A_<t0 ann)



ouC € M,1(R), A,—1 € M,,_1(R) est définie positive d’apres b. et ay,,, > 0 d’apres a. D’apres hypothese
de récurrence, il existe une matrice triangulaire inférieure inversible L' € 9,,_1(R) telle que A,,_1 = ''r.
Cherchons L sous la forme :

L 0 .
L= ‘Do ,ouDeM,_11(R), v eR

En effectuant le produit par blocs, on trouve

'L L'D
LtL = (tDtLl a2 )

Posons donc a = /ay,,, et définissons la matrice colonne D par D = L’~'C (la matrice L est inversible
d’apres Phypothese de récurrence). Alors on a A = L'L, avec det(L) = adet(L’) # 0 ce qui montre que
L est une matrice triangulaire inférieure inversible.

Remarque: on a montré ce résultat en cours, en utilisant ’algorithme de Schmidt. Dans cet exercice, on
a trouvé un algorithme (récursif) qui permet d’obtenir la décomposition par le calcul matriciel.



