1 Fractions rationnelles

EN x 1 Hl Cours I
écomposer dans R(X):
1

FX)= X2+ 1) (X —1)4

s Fx 2 Bl Cours I

Xn—l
écomposer en éléments simples dans C(X), F(X) = Xn 1
EE Fx 3 Bl Cours N
) Décomposer dans R(X) la fraction XX10)
b) En déduire la décomposition dans R(X) de
L
X3(X3+1)

. Ex 4 L faire HE—
n considere une fraction rationnelle avec un pole double:

U

F:m V(a) #0

La décomposition en éléments simples s’écrit

« 16} Uy

F =
X—a (x—ag 1

U
En définissant la fraction G = (X — a)*F = v exprimer les coefficients a et 5 & I’aide de G. Généraliser & un
1

p6le multiple.

mmm Fx 5 Bl Adaptation du cours I
UX
oit F(X) = % On suppose que a est un pole double de F'. Exprimer les coefficients associés a ce pole double
2

en ne calculant pas de quotient de V par (X — a)®.

mmmm Fx 6 s Moyen

n considére un polynéme P € C[X] ayant n racines distinctes notées z1, . ..,x,. Soit un complexe a € C tel que
P(a) # 0. Exprimer les sommes
S| - 1
S1 = Sy = —

en fonction de P,P’ et a.

s Ex 7 B Moyen, exercice d’oral
écomposer en éléments simples la fraction rationnelle

n!
X(X+1)...(X+n)

-5 () -2

p=1

F(X) =

En déduire I'identité :




2 Primitives

BN F'x 8 Hl Calcul classique I
alculer pour un entier n € N, I'intégrale

1
I, = / 2"V1—z dz
0

s Ex 9 Bl Cours, a faire N
1 dx
lcul _
alculer [ a1
EE Fx 10 Bl Cours, a faire NN
alculer la primitive [ ——————..
P v fa“(x2—|—a:+1)2

S Ex 11 Bl Cours N
alculer la primitive (préciser U'intervalle )

4

P | e

N Ex 12 Bl Cours I
tudier la suite de terme général

u"_zn+k k+n

. Fx 13l Cours I

alculer I'intégrale
I =
/ t+ 1 t

. Fx 14 Bl Moyen I

alculer une primitive de
F = /(1, +1)%/ =22 — 2z + 1dx

(préciser l'intervalle )

B Fx 15 EE Moyen I

alculer la primitive
dx

Vi 4+1—+va22 -1

sur lintervalle I =|1, + oo|.

s Fx 16 Il Moyen I

alculer l'intégrale ‘
I= / Podr
s THVr—1



Corrigé des exercices

@ 1| Puisque deg F' = —6 < 0, il n’y a pas de partie entiere et la décomposition de F' en éléments simples s’écrit:

a1 as as aq aX + 0
QS RN S NN DA G VNG G e G

Cherchons les coefficients associés au pole multiple en utilisant la méthode du DL. Posons y =  — 1 et calculons

F:

) 1 1 1
Y= e T 5 i
vie+2y+yd) 214 (y+ L)

2
avec u =y + %

1
On effectue ensuite le DL(3,0) de
1+u

1
— =1l-u+u—ud4...
1+u
1 y? y2 y? 5 1 y? 3 1 1 1
=—(1- — -—=)" = - == (1- = 4+0. e | =t —+...
10 =gz (1= 0+ P 0+ 5P+ 504 ) =g (1wt 400 ) = g
. . 1 1 1
(on ne garde dans la parenthese que les termes de degré < 3) et alors a; = 0, agzz,agz—ﬁ, a4:§.

Ensuite, en multipliant F' par = en en faisant x — oo, on trouve a; + « =0, d’ou a = 0.

Ensuite, en faisant z = 0, on trouve 1 = —a; + a2 —az + a4 + 3 d’ou 8 = T
Finalement:
1/4 —1/2 1/2 —1/4
P V2 RV B V. BV
(X-1)2 (X-18¥ X-1)* X241

Q@ 2| La décomposition s’écrit

n—1 )\
k 2ikm
F(X)= —en
(X) 2 X - k
P nelo g
On utilise la formule A\, = (@) = Yk = — et donc

1 1 1
Q 3 Puisque m = X — X—H, il vient que

1 1 1

X3(X3+1) X3 X341
et il ne reste qu’a décomposer

1 1
X341 (X+1)(X2-X+1)

4| En multipliant la décomposition par (X — a)?, on obtient
p p p )

U
G=B+a(X —a)+ (X —a)?=
Vi
On trouve donc que 8 = G(a), puis en dérivant, que o = G'(a).
La généralisation est immédiate. Si la fraction F' posséde un poéle d’ordre k,
U a; Qs Qg Uy

F = = _r )
X—afVi X—a (X—ap X—af "W




k

en multipliant par (X —a)”, on trouve
k ko, Ui
G=X-a)'F=—F=op+ap_1(X—a)+ - +a1(X —a) —|—7
1 1
d’ou 'on tire en dérivant k fois, que
ap  =G(a)
ar-1 =G'(a
G"(a
Ap—2 = 2( )
G (k)
It
k!

U(X) A i P(X)
F(X)= =
W T arem X T a7 T
. 9 . Ula) . .
En multipliant par (X — a)? et en faisant x = a, on trouve que u = m. 1l ’agit de trouver Q(a) en fonction

de V. Par Taylor:

V(X) = V(a)+ (X — a)V'(a) + (X — a)? V"Q(“) (X — a)T(X)

En retranchant,
UC)—pQ(X) A P(X)

(X —a)?Q(X)  X-a QX)
SiTon note H(X) =U(X) — uQ(X), alors H(a) = 0. Donc H est divisible par (X — a):

H(X) = (X — a)8(X)

En multipliant alors par (X — a) et en faisant = a, on trouve

En utilisant encore Taylor, 6(a) = H'(a) = U’(a) — pQ’(a). Mais puisque

Q(X) = VHQ(“) (X —a) V';(“) (X —a)*Z(X)
@@ =10

Finalement,

_ 6U'(a)V"(a) — 2U(a)V" (a)

A 3V (a))?

Q6

Regarder pour un polynéme de degré 2, puis utiliser formellement la dérivée logarithmique . Enfin décomposer
P/(X) P'(a) (PP —2P" (@
P(X) P(a) P2 '

Q@ 7| La décomposition s’écrit :

la fraction . On trouve S =

puis en dérivant, Se =

n

X(X+1)...(X +n) _p:0X+p



En multipliant par (X + p) et en faisant z = —p, on en déduit le coefficient A, :

n! n! N
= (—p)(=p—1)...(-)()(2)...(n—p)  (=1)Pp!(n—p)! (1) (p)

;)

FEO=2 x5,

Finalement :

A
En faisant passer ’élément simple YO dans le membre gauche, on obtient :

. — j ()

X|[(X+1)...(X+n = X+p

Notons ¢ la fonction rationnelle

L’idée consiste & prendre la limite lorsque z — 0. Cherchons donc ¢'(0). Comme ¢(0) = 1 > 0, et que ¢ est
continue en 0, il existe un voisinage de 0, V =] —,a[ (a > 0) sur lequel ¢ est strictement positive. Nous pouvons
donc considérer ¢(z) = In(¢(z)) sur ce voisinage V. Alors Vo € V,

Y(x) = In(n!) — Z In(z + p)
p=1

en dérivant :

oy P <1
it ) D

et en prenant la limite lorsque  — 0, puisque ¢(0) = 1, on trouve que

Q@ 8| Soit n > 1, en intégrant par parties (dériver z™), on trouve que

on ! 2
L= 2n 11— 2)32de = 2 (1,y — 1)
3 Jo 3
d’ou la relation de récurrence:
2n (2n)(2n —2)...2
I, = ) A I
2n+3 (2n+3)(2n+1)...5

2
et puisque Iy = 3 on obtient finalement

I 227 +2p)(n 4+ 1)!
" (2n+3)!

Q 9| On décompose la fraction rationnelle: X3 +1 = (X +1)(X? — X + 1) (utiliser xz, z — 400 et faire z = 0):

W=

I 1 B N —ir+2
X3+1 (X+D(X2-X+1) X+1 X2-X+1



Ensuite on primitive les éléments simples comme en cours,

I = 1n2
&f

Q@ 10| Décomposons la fraction rationnelle en éléments simples:

1 1 14X 1+ X
X(X2+X+1) X X24X+1 (X2+X+1)2

On primitive chacun des éléments simples. Pour calculer la derniere primitive, procéder dans I'ordre :
r+1 q 1 20 +1 1 dzx _ 1

1. Eliminerlez d érateur: [ ——————— de =< [ ———— 5 ==
iminer le x du numérateur f(x2+x+1)2 T 2f(m2+x—|—1)2 x+2f(x2+x+1)2 2(x2+m+1)+

1 I dx
27 (a2 +z+1)%
d
2. Par réduction du trindme et un changement de variables, se ramener & [ ﬁ
Y
d
3. On calcule cette derniére primitive en intégrant par partie [ ﬁ
Y

On trouve finalement,

/ de = el — > arctan( 1) +ln(#)
r(22+x+1)2  3@2+z+1) 33 V3 Vi 4z +1

Q@ 11| C’est une fraction rationnelle. Apres décomposition en éléments simples, on trouve

1
5 3 1
— 2 _z J— 2
F=xz @+ D) 2ln(fr—i—l) 41n(x +1)

Q@ 12| On reconnait une somme de Riemann :

un:%Zf(S)ohf: . 1 \/ T

k=1 1+2\ 142

avec la fonction f qui est continue sur le segment [0,1]. Par conséquent, la suite (u,) converge vers

[+
1+ 1—|—x

C’est une intégrale d’une fraction rationnelle en x et en une racine nieme d’une homographie qui se calcule

grace au changement de variables t = . On trouve alors:

1+
V2 -1
I=|—V2+1In
V2+1
. . . N . t—1
@ 13| C’est une fraction rationnelle en t et en la racine nieme d’une homographie. Posons donc u = t—i——1:
. u? +1 it du_
= — = — u
—u?+1 (1 —u?)

Donc
i 4u?
Ry,
o (IT—u?)(1+wu?)
et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle,

4u? 1 1 2
(1—u?)(1+u?) 1+u u—-1 u2+1




on trouve finalement : 3
I=In M _r
V3—1 3
Q 14| La fonction & primitiver est continue sur le l'intervalle I = [—-1 — \/5,\/5 — 1]. On cherche une primitive sur

cet intervalle. C’est une primitive d’une fraction rationnelle en z et la racine d’un trinéme. On commence par
réduire le trindme sous forme canonique :

2
—2?—224+1=—((z+1)>-2)=2(1— (x\j;) )

z+1
et apres le changement de variables y = , on se ramene au calcul d’une primitive sur J = [—1,1]:

V2
G=4/y2\/1—y2dy

En posant alors y = sint, (pour éliminer la racine), on se rameéne au calcul d’une primitive sur l'intervalle
J' =[-n/2,7/2]:
H= 4/Sin2tcos2 tdt = /sin2(2t)dt

qui se calcule en linéarisant. Remplacer ensuite en fonction de x. Terminer le calcul !
Une autre méthode consiste & écrire (a et b sont les racines du trindme avec a < b):

vV—a?2-2x+1=+/(r—a)b—z)=(xr—a) b-z

Tr—a

et a se ramener au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en x et en la racine d’'une homographie.
Poser alors t la racine de I’homographie.

@ 15| Multiplier par les quantités conjuguées et se ramener au calcul de deux primitives simples.

1/1 ——— 1
= <§x\/x2 + 1+ argshz + ix\/xQ —1—In(z+Va?% - 1))

2

Q@ 16| Par le changement de variables y = v/x — 1,

3+4v2 2 3—2V2
I=In———— — — arctan ———
V3

3 V3



