
MPSI 2 : Exercices 27 1 Matrices

Ex 1 classique
On considère la matrice J ∈ Mn(R) remplie de 1 :

J =

1 . . . 1
... 1

...
1 . . . 1


a)Calculer J2 puis pour k ∈ N, Jk.
b) J est-elle inversible?
c) On considère la matrice

A =

 1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1


Calculer les puissances successives de A.

Ex 2 Important, à faire
Soit une matrice A ∈ Mn,p(R). Montrer que tAA = 0p,p ⇒ A = 0n,p

Ex 3 Facile

Soit la matrice A =
(

1 1
−1 1

)
. On note C l’ensemble des matrices qui commutent avec A. Montrer que C est un

sev de Mn(R) et déterminer sa dimension.

Ex 4 Moyen, classique à faire
Trouver les matrices A ∈ Mn(R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Ex 5 Facile, classique
Existe-t-il deux matrices (A,B) ∈ Mn(R)2 vérifiant AB −BA = In?

Ex 6 Moyen, technique à connaı̂tre
Soit deux matrices A,B ∈ Mn(K). On suppose que

∀X ∈ Mn(K) Tr(AX) = Tr(BX)

Montrer que A = B.

Ex 7 Moyen, classique à connaı̂tre
Soit une matrice A ∈ Mn(R). On suppose que A commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer que A
est une matrice diagonale.

Ex 8 Facile, classique
Soit une matrice U triangulaire supérieure telle que tous les éléments de la diagonale soient non-nuls. Montrer
que la matrice U est inversible. (On montrera que UX = 0 =⇒ X = 0 )

Ex 9 Moyen, raisonnement
On se donne deux matrices A,B ∈ Mn(R). Trouver toutes les matrices X ∈ Mn(R) vérifiant :

X + Tr(X)A = B

Indication : Si X est une solution, prendre la trace de l’équation puis discuter.
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Corrigé des exercices

Q 1 a) J2 = nJ puis par récurrence, pour k ≥ 1, Jk = nk−1J .
b) Puisque J2 = nJ , il vient que J(J − nI) = 0 et alors si J était inversible, en multipliant à gauche par J−1,
on aurait J = nI ce qui est faux pour n ≥ 2.
c) Ici n = 3. Écrivons A = 2I − J et en utilisant le binôme (I et J commutent), on trouve pour n ≥ 1 que

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
2n−k(−1)kJk = 2nI +

( n∑
k=1

(
n

k

)
2n−k(−1)k3k−1

)
J

Mais
∑n

k=1

(
n

k

)
2n−k(−1)k3k−1 =

1
3

(∑n
k=0

(
n

k

)
2n−k(−3)k − 1

)
=

(−1)n − 1
3

. Et finalement,

An = 2nI +
(−1)n − 1

3
J

Q 2 Notons A = ((aij)) 1≤i≤n
1≤j≤p

. D’après la définition de la transposée d’une matrice, tA = ((ãij)) 1≤i≤p
1≤j≤n

où ãij = aji.

Cherchons les coefficients de la matrice carrée tAA = ((bij))1≤i,j≤p. En utilisant la définition du produit
matriciel, pour tout (i,j) ∈ [[1,p]]2,

bij =
n∑

k=1

ãikakj =
n∑

k=1

akiakj

En particulier pour j = i,

∀i ∈ [[1,p]], bii =
n∑

k=1

a2
ki

Comme les coefficients sont réels, on a montré que

∀(k,i) ∈ [[1,p]]× [[1,n]], aki = 0

Donc la matrice A est nulle.
Remarque : le résultat est faux pour une matrice A à coefficients complexes (une somme de carrés nulle
n’implique pas que tous les termes sont nuls : 12 + i2 = 0 . . . ).

Q 3 On montre facilement que C est un sev de M2(R). Soit X =
(

a c
b d

)
∈ M2(R) une matrice quelconque. On

calcule :

AX =
(

(a + b) (c + d)
(−a + b) (−c + d)

)
et XA =

(
(a− c) (a + c)
(b − d) (b + d)

)
On en déduit que AX = XA si et seulement si

b = −c et a = d ⇐⇒ X =
(

a c
−c a

)
= a id+c

(
0 1
−1 0

)
Par conséquent, (id ,H) est un système générateur de C et on vérifie facilement qu’il est libre. C’est une base de
C et donc dim C = 2.

Q 4 Soit une matrice A = ((aij)) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soit k ∈ [[1,n]]. La matrice Ekk

est symétrique, et on calcule

AEkk =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijEijEkk =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijδjkEik =
n∑

i=1

aikEik

EkkA =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijEkkEij =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijδkiEkj =
n∑

j=1

akjEkj

Par conséquent, les coefficients de la matrice AEkk sont nuls, sauf sur la kième colonne où ce sont les coefficients
de la kième colonne de la matrice A. De même, les coefficients de la matrice EkkA sont tous nuls sauf sur la kième
ligne, où l’on retrouve les coefficients de la matrice A. Puisque AEkk = EkkA, on en déduit que ∀(i,k) ∈ [[1,n]]2,
i 6= k ⇒ aik = aki = 0K . La matrice A est donc nécessairement une matrice diagonale : A =

∑n
i=1 diEii.

Considérons ensuite pour (k,l) ∈ [[1,n]]2, k 6= l, la matrice symétrique S = Ekl + Elk. On calcule

AS =
n∑

i=1

diEiiEkl +
n∑

i=1

diEiiElk = dkEkl + dlElk
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SA =
n∑

i=1

diEklEii +
n∑

i=1

diElkEii = dlEkl + dkElk

Puisque le système (Ekl,Elk) est libre, on trouve que dl = dk. En définitive, la matrice A doit être une matrice
scalaire : ∃α ∈ K tel que A = αIn. Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, donc
avec toute matrice symétrique.

Q 5 Si AB − BA = In, en prenant la trace, on obtiendrait Tr(AB) − Tr(BA) = Tr(In) et alors Tr(In) = 0 ce qui
est faux.

Q 6 Si A = ((aij) et X = ((xij)), on calcule

Tr(AX) =
n∑

i=1

n∑
k=1

aikxki

En prenant X = Epq, xki = δkpδiq, Tr(AX) = aqp et donc ∀q,p ∈ [[1,n]], aqp = bqp et donc A = B.

Q 7 Notons A = ((aij)). Soit k ∈ [[1,n]]. Comme A commute avec la matrice Ekk,

n∑
i=1

n∑
j=1

aijEijEkk =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijEkkEij

et donc
n∑

i=1

aikEik =
n∑

j=1

akjEkj

On en déduit que pour i 6= j, aij = 0 et donc que A est une matrice diagonale. La réciproque est claire.

Q 8 Soit une matrice colonne X ∈ Mn1(R) telle que UX = 0. On obtient un système d’équations triangulaire sur les
coordonnées de X qui se résout de proche en proche en partant de la dernière équation et on obtient finalement
que X = 0. Par conséquent, U est inversible.

Q 9 Soit une matrice X ∈ Mn(R) solution. Alors Tr(X) + Tr(X)Tr(A) = Tr(B). Il faut étudier deux cas :

1. Si Tr(A) 6= −1, alors Tr(X) =
Tr(B)

1 + Tr(A)
et alors X = B − Tr(B)

1 + Tr(A)
A. On vérifie que réciproquement,

cette matrice convient.
2. Si Tr(A) = −1, alors ∃λ ∈ R tq X = B − λA. Réciproquement, (B − λA) + Tr(B − λA)A = B + Tr(B)A

et dans ce cas, il existe des solutions ssi Tr(B) = 0.

Conclusion : Si Tr(A) 6= −1, S = {B − Tr(B)
1 + Tr(A)

}. Si Tr(A) = −1 et Tr(B) 6= 0, S = ∅. Si Tr(A) = −1 et

Tr(B) = 0, alors S = {B − λA; λ ∈ R}.


