s Ex 1 Bl classique I
On consideére la matrice J € 9,,(R) remplie de 1:

1 ... 1
J = 1
1 ... 1
a)Calculer J2 puis pour k € N, J*.
b) J est-elle inversible?
¢) On considere la matrice
1 -1 -1
A=1-1 1 -1
-1 -1 1

Calculer les puissances successives de A.

B Fx 2 Bl Inportant, a faire N
Soit une matrice A € M,, ,(R). Montrer que “AA =0,, = A =0,,

s Fx 3 Bl Facile N

. . 1 1 . .
Soit la matrice A = 1 1) On note C 'ensemble des matrices qui commutent avec A. Montrer que C est un

sev de M, (R) et déterminer sa dimension.

I Fx 4 B Moyen, classique a faire I
Trouver les matrices A € M, (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

EEN Fx 5 Bl Facile, classique I
Existe-t-il deux matrices (4,B) € M, (R)? vérifiant AB — BA = I,,?

I Fx 6 Bl Moyen, technique a connaitre I
Soit deux matrices A,B € M, (K). On suppose que

VX e M, (K) Tr(AX)=Tr(BX)
Montrer que A = B.

mmmmm Fx 7 B Moyen, classique a connaitre I
Soit une matrice A € M, (R). On suppose que A commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer que A
est une matrice diagonale.

mmm Fx 8 Bl Facile, classique I
Soit une matrice U triangulaire supérieure telle que tous les éléments de la diagonale soient non-nuls. Montrer
que la matrice U est inversible. (On montrera que UX =0= X =0)

. Fx O Bl Moyen, raisonnement I
On se donne deux matrices A,B € MM, (R). Trouver toutes les matrices X € M, (R) vérifiant :

X +Te(X)A =B

INDICATION : Si X est une solution, prendre la trace de I’équation puis discuter.



Corrigé des exercices

a) J? = nJ puis par récurrence, pour k > 1, J¥ = nF=1J.
b) Puisque J2 = nJ, il vient que J(J — nlI) = 0 et alors si J était inversible, en multipliant & gauche par J~1,
on aurait J = nl ce qui est faux pour n > 2.
¢) Ici n = 3. Ecrivons A = 21 — J et en utilisant le binéme (I et J commutent), on trouve pour n > 1 que

A" = zn: (Z) k()b gk =ony + (zn: (Z) 2""“(—1)’“3’“‘1)J

k=0 k=1
Mais > p_, (Z) 2nR(—1)k3k1 = :1): (ZZ_O (Z) 2n—F(—3)F — 1> = (_1)% Et finalement,

A" =2"] + —(_1)3 —1

Q 2| Notons A = ((a;;))1<i<n . D’apres la définition de la transposée d'une matrice, *A = ((a;;)) 1<i<p 01 aj; = aj;.
1<<p 1<j<n

Cherchons les coefficients de la matrice carrée ‘AA = ((bij))1<i,j<p. En utilisant la définition du produit

matriciel, pour tout (i,5) € [1,p]7,
n n
bij = Z ik g = Z Qi Qe
k=1 k=1

En particulier pour j =1,
n
Vi€ [Lpl, bi= Z aj,;
k=1
Comme les coefficients sont réels, on a montré que
V(k,l) € [[]wp]] X [[Ln]]a ap; =0

Donc la matrice A est nulle.
Remarque: le résultat est faux pour une matrice A & coefficients complexes (une somme de carrés nulle
n’implique pas que tous les termes sont nuls: 12 +i2=0...).

@ 3| On montre facilement que C est un sev de My (R). Soit X = <Z ccl) € My (R) une matrice quelconque. On
calcule: (atb) 4 d) ( w )
_ a+ c+ _(la—c a—+c
AX = ((—a+b) (—c+d)> et X4 = ((b—d) (b+d)>

On en déduit que AX = X A si et seulement si

b=-—ceta=d<— X = @ ¢ =aid+c 0 1
—Cc a -1 0

Par conséquent, (id ,H) est un systéme générateur de C et on vérifie facilement qu’il est libre. C’est une base de
C et donc dimC = 2.

@ 4| Soit une matrice A = ((a;;)) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soit k € [1,n]. La matrice Exy
est symétrique, et on calcule

AEy, = Z Z aij By By = Z Z ai;0;k B = Z air g
i=1 =1 i=1j=1 i=1

EkkA = Z Z aijEkkEij = Z Z aijékiEkj = Z akjEkj
i=1 j—1 i=1 j—1 i=1

Par conséquent, les coefficients de la matrice AFEyy sont nuls, sauf sur la kieme colonne ou ce sont les coefficients
de la kieme colonne de la matrice A. De méme, les coefficients de la matrice Exi A sont tous nuls sauf sur la kieme
ligne, ot1 I'on retrouve les coefficients de la matrice A. Puisque AEgr = Exi A, on en déduit que V(i,k) € [1,n]?,
1 # k = a;, = ag; = Og. La matrice A est donc nécessairement une matrice diagonale: A = ZZ":l d;Ey;.
Considérons ensuite pour (k,l) € [1,n]?, k # [, la matrice symétrique S = Ex; + Ej;. On calcule

AS = Z d;i By By + Z diEii By = dp By + diEyg

i=1 =1



SA=Y "d;EyE; + Y  diEyE; = diEy + di By

i=1 =1

Puisque le systeme (Ey;,Ejx) est libre, on trouve que d; = di. En définitive, la matrice A doit étre une matrice
scalaire: da € K tel que A = al,,. Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, donc
avec toute matrice symétrique.

Q@ 5|Si AB — BA = I,,, en prenant la trace, on obtiendrait Tr(AB) — Tr(BA) = Tr(I,) et alors Tr(l,) = 0 ce qui
est faux.

Q6|SiA=

((a;;) et X = ((i;)), on calcule

AX = En: zn: Qi Lkq

1=1 k=1

En prenant X = E,q, Tpi = Okpdiq, Tr(AX) = agqp et donc Vg,p € [1,n], agp = byp et donc A = B.

@ 7| Notons A = ((a;;)). Soit k € [1,n]. Comme A commute avec la matrice Eyy,

Z Z aij By By, = Z Z aij B By

i=1 j=1 i=1 j=1

et donc

n n
E ain B, = E ar; By
=1 j=1

On en déduit que pour i # j, a;; = 0 et donc que A est une matrice diagonale. La réciproque est claire.

@ 8| Soit une matrice colonne X € M,,1(R) telle que UX = 0. On obtient un systéme d’équations triangulaire sur les

coordonnées de X qui se résout de proche en proche en partant de la derniere équation et on obtient finalement
que X = 0. Par conséquent, U est inversible.

@ 9| Soit une matrice X € M,,(R) solution. Alors Tr(X) + Tr(X) Tr(A) = Tr(B). Il faut étudier deux cas:
)

1.

Conclusion: Si Tr(A4) # -1, S = {B —

Tr(B B
r(B) et alors X = B — Tr(

Si Tr(A) # —1, alors Tr(X) = T+ Tr(A) 1+ Tr(A)

—————A. On vérifie que réciproquement,

cette matrice convient.
Si Tr(A) = —1, alors 3X € R tq X = B — AA. Réciproquement, (B — AA) + Tr(B — M)A = B+ Tr(B)A
et dans ce cas, il existe des solutions ssi Tr(B) = 0.

Tr(B) ) B - . )
HTI"(A)} Si Tr(A) = —1let Tr(B) #0, S = 0. Si Tr(A) = —1 et

Tr(B) =0, alors S = {B — AA4; A € R}.



