s Ex 1 Bl Facile M
Dans l'espace vectoriel R*, on considere les ensembles

r—y—+t =0
204+ 2=0

F={(zyzt) eR"| { }

G = {A(1,1,2,0) + pu(2,0,1,1) ; (Ap) € R?}

a. Donner une description paramétrique de F': écrire F' = Vect(...) et trouver un systeme d’équations de
G. Vérifier (sans calculs) que F' et G sont des sev de E.

b. Les deux sev F' et G sont-ils supplémentaires?

EEE Ex 2 Bl Facile I

On considére un R-ev E' et un sev F' de l'espace E. On pose A= FE\ F.
a) Montrer que Vo € F,Vy € A, v +y € A.

b) En déduire que si F # E, alors Vect(A4) = E.

I Fx 3 Bl Facilc I
Soit un K- e.v. E et un systeme (aq,...,a,) € E™ libre de E. On pose

b1 = ax
by =a;+as

by =a1+--+an
Montrer que le systeme de vecteurs (b1, ...,b,) est libre.

S Fx 4 Bl Facile I
Les systemes de fonctions suivants sont-ils libres dans F(R,R)?

a. (fi,...,fn) otn>2et Vi€ [1,n],
f" R — R
i - . o em+i

b. (fl,fg,fg) ouVvi e [[173}],
fi { R — R

r = (r—1)?
c. (fo,fi,fa,f3) on Vo € R, fo(x) =1, fi(z) =z, fo(x) = 22 et f3(z) = €.

. Fx 5 EE Moyen I
On considere 'ensemble E = C*°(R,R) des fonctions indéfiniment dérivables sur R. Montrer que c’est un R-ev.
On considere ensuite les applications

E — R
= ke[ln
Pk { o= fM0) (k € [1,n])

Montrer que I'application ¢y est linéaire, puis que le systéme (¢1, ... ,0,) est libre dans lespace L(E,R).

INDICATION : Considérer les fonctions 6, : z — z®. Calculer leurs dérivées successives
en 0.

s Fx 6 Bl Classique I
On considere I'espace vectoriel E = F(R,R) et la partie F' = {f € E; f(0) = f(1) = 0}. Montrer que la partie
F est un s.e.v. de E et trouver un supplémentaire de F' dans FE.

INDICATION : Considérer 'ensemble des fonctions telles que Vo € R\ {0,1}, f(z) = 0.

s Fx 7 Bl Classique I
Soit I'espace vectoriel E = R"™ on considere

H={(x1,....4n) €E |21+ -+ 2, =0}

Montrer que H est un sev de E et trouver un supplémentaire de H. Le supplémentaire trouvé est-il unique?

INDICATION : Faire un dessin de H lorsque n = 2 et n = 3.



E

Corrigé des exercices

— Soit (z,y,2,t) € F. On at =y —x et z = —2z. On utilise (z,y) comme parametres et donc F C

{(z,y, — 22,y — ) ; (v,y) € R?}. On vérifie facilement I'inclusion réciproque. Par conséquent,
F= {x(l,O, - 2; - 1) + y(ovlaovl) ; (xvy) € R2} = Vect((l,O, - 27 - 1)7 (0717071))

Donc F est un sev engendré par les vecteurs f; = (1,0, — 2, — 1) et fo = (0,1,0,1).
On a
r—y—t =0

20—z 4+t =O}

G = {(A 20,220+ pp) 5 (Ap) € R?} C {(z9,2,t) € RY | {

On vérifie facilement I'inclusion réciproque. On a donc trouvé un systeme d’équations de G. Comme
G = Vect((1,1,2,0),(2,0,1,1)), G est un sev de E.

Montrons que FF NG = {0g}. Soit X = (z,y,2,t) € F N G. Pour les calculs d’intersections, on a
intérét a choisir une représentation paramétrique et une représentation sous forme d’équations pour
simplifier les calculs. Comme X € G, il existe (\,u) € R? tels que X = X(1,1,2,0) + u(2,0,1,1) =
(A 20,M,22 4 p,p). Comme X € F, ses coordonnées vérifient les équations de F' et donc A,p vérifient
le systeme de deux équations a deux inconnues :

A+2u)—A+pu =0
2N +2u) + (2A+p) =0

c’est a dire

3 =0
A N+5u =0

qui donne A = = 0. Par conséquent, X = 0. On a montré que la somme F + G était directe.
Montrons que F = F' + G. Comme l'inclusion F' 4+ G C E est claire, montrons I’autre inclusion. Soit
X = (z,y,2,t) € E.

— Analyse : supposons qu’il existe Xp € F et Xg € G tels que X = Xp + Xg. Comme Xg € G,
il existe (A\,u) € R? tels que Xg = A\(1,1,2,0) + 1(2,0,1,1). Mais alors Xp = X — Xg = (z — A —
20,y — Az —2X — p,t — ). Puisque X € F, ses composantes vérifient les équations de F' et donc
on doit avoir

3p =z —y+t
AN+5u =2x+=2

On résout ce systéme et on trouve (faire les calculs!) que

T 5y z bt
AT TR
= _(x—y+t
po=g@—y+i)
Finalement,

1
Xe = E(9x—3y+3z+3t,x+5y+3z—5t,6x+6y+6z—6t,4x—4y+4t)

Xr = E(3x+3y—32—3t,—x+7y—3z+5t,—6x—6y—|—62+6t,—4x+4y—|—8t)
— Syntheése: On pose X et X les vecteurs trouvés dans la partie analyse et on vérifie que
- Xr+Xg=X
- XpeF
- Xg €G.

Onabien E=F®G.

Q@ 2|Soit x € F et y € A. Par 'absurde, si z +y € A, alors z +y € F et alors il existe f € F tel que x +y = f mais

alors y = f —y € F (car F est un sev).
Supposons que F' # E. Par conséquent, il existe y € A. Montrons alors que E C Vect(A). Soit z € E. Si z € A,
alors « € Vect(A). Supposons donc que « ¢ A. Alors © € F et d’aprés a) , x +y € A. On écrit alors

r=(r+y) -y



Et donc x est CL des vecteurs (x + y),y qui appartiennent & A. Par conséquent, x € Vect(A).
W Soit (A1, ..., An) € K™ tels que
Atby 4+ by, =0p
Alors
A+ FA)ar+ Qe+ FAp)az + -+ (Aot + An)an—1 + Apan =0

Comme (ay,...,a,) est libre, on tire que
A=A+ A1 ==+ + A =0k

et par conséquent que tous les Ay sont nuls.

(@ 4]
a. Puisque Vo € R, e.e®t! — e*72 = 0, on en déduit que (e*t1,e712) est lié, donc le systeme est lié.
b. Soit (a,b,c) € R? tels que

Ve e Ra(z — 1)+ bz —2)2 +¢(z—3)2=0

alors puisque ce polynéme est nul, les coefficients de z2,2,1 du polynoéme et de ses dérivées doivent étre
nuls. On en tire
a+b+c=a+2b+3c=a+4b+9c=0=a=b=c=0

Par conséquent, le systeme est libre.
c. Soient (a,b,c,d) € R?* tels que
Yz € R,a+ bx + cx® + de® =0

On doit avoir Vz € R,
d+ (a+bx+cr?)e =0

et en passant & la limite lorsque z — 00, on obtient que d = 0. En factorisant ensuite par 22 et en faisant
tendre x vers 400, on trouve que ¢ = 0. Ensuite de méme b = 0 et enfin a = 0. Le systeme est libre.

Q@ 5| Montrer que E est un sev de F(R,R), puis montrer que les applications ¢ sont linéaires. Montrons ensuite
que le systeme est libre. Soit (A1,...,\,) € R™ tels que

Ao+ + Ao =00 R)
En appliquant cette application linéaire & la fonction 6y, : z +— 2* € E, on trouve que
Ak! =0
(car [zF]®)(0) = k! si p = k et [2*]?)(0) = 0 si p # k. On en déduit donc que Vk € [1,n],\r = 0.
w On montre que la fonction nulle est dans F', et que F' est stable par CL. Soit

G={feE;VxeRz#0x#1,f(x)=0}

On montre sans probléeme que G est un sev de E. Alors | FNG = {Og}| (c’est clair). Montrons ensuite que

E = F + G: soit f € E. Définissons

R — R R R .
0 ) Doul of f(0) siz=0
= siz=0ou :
Tr xr . et Jo = f)y siz=1
f(z) sinon )
0 sinon

On a bien, Vz € R, f(z) = fr(z) + fa(z) et fr € F, fc € G. Finalement, E = F & G.

M On montre sans probleme que H est un sev. Considérons a = (1,...,1) € R™. Alors a ¢ H. Montrons que
E =Vect(A) @ H.
1. Vect(a) N H = ): Soit « € Vect(A) N H: il existe A € R, tel que © = Aa = (A, ...,\). Mais comme z € H,
nA=0douA=0et z=0.
2. Montrons que E = Vect(a) + H. Soit © = (x1,...,x,) € E. En supposant le probléme résolu, il existe
A€R et he H tels que x = Aa + h. Alors il faut que x — da = (z1 — A, ..., &, — A) € H et donc que
N Tt

n

Posons donc A = " et h =2 — Xa. On vérifie que z = a + h et que h € H, \a € Vect(a).

Le supplémentaire trouvé n’est pas unique (cf dessin dans R?): il suffit de prendre un vecteur a ¢ H et alors
E = Vect(a) ® H.



