s Ex 1 B Facile, cours N
On considéere une parabole de foyer F' et un point M de cette parabole. Montrer que la projection orthogonale
de F sur la tangente en M est située sur la tangente au sommet.

EEN Fx 2 Hl Facile, cours I

- ——
Un point M d’une hyperbole se projette en H et H' sur les deux asymptotes. Montrer que le produit ||M H ||| M H'||
est constant.

E Fx 3 Bl Facile I
On considere Pellipse d’équation réduite

A un point M de Dellipse différent des sommets, on fait correspondre le point M’ symétrique par rapport a
Paxe (Oz). On note P le point d’intersection de la droite (OM’) avec la normale & l'ellipse en M. Déterminer
le lieu du point P lorsque M décrit ’ellipse.

E Fx 4 Il Facile I
On considere une ellipse de grand axe (AA’). Soit My un point de I’ellipse. La tangente en M coupe les tangentes

—
en A et A" aux points P et P’. Montrer que AP. AP est constant.

EE Fx 5 Bl Facile N
On considere un point M d’une ellipse de centre 0. On lui associe un point P tel que la tangente en P a lellipse
soit parallele a la droite (OM).

a. Montrer que l'aire du triangle (OPM) est constante et la calculer.
b. Montrer que ||[OM ||? + ||O_J)3||2 est constante.

. Fx 6 Bl Moyen I

2
On considere la parabole d’équation y? = 2px et un point A “ C/l 2p de cette parabole. On considere deux points

2 2
de la parabole M‘mﬂéZp et N|" 7/12p' On note @« = m +n et 8 = mn.

a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et 8 pour que les droites (AM) et (AN) soient
orthogonales.

b. Montrer que lorsque M, N varient sur la parabole, (avec la condition d’orthogonalité précédente), la droite
(M N) passe par un point fixe @ & déterminer.

b. A chaque point A de la parabole on peut donc associer le point (). Déterminer le lieu de @ lorsque A
varie.

. Fx 7 Bl Moyen I
On considere une ellipse de foyers F' et F’ et un point M variable sur cette ellipse. On note Ty, la tangente a
ellipse au point M Montrer que d(F,Th) x d(F',Ths) est constante.

H Fx 8 Bl Facile, cours NI
On considere dans le repere canonique la courbe d’équation

2522 — lday + 25y° + 642 — 64y — 224 = 0
Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et I’excentricité.

s Fx 9 Bl Facile, cours N
On considere la courbe d’équation
322 + 4y — 120 +16=0

dans le repere canonique. Montrer (avec le moins de calculs possibles) que cette courbe est une hyperbole dont
on précisera les demi-axes ainsi que le centre.

BN Fx 10 Bl Moyen, intéressant I
On considere un polynéme de degré 3:

P=X34+AX?+puX+6



et la courbe formé des points M sz d’équation

Montrer que:
a. Si A2 —3u <0, C est une droite & préciser.

b. Si A2 — 3 > 0, C est la réunion d’une droite et d’une conique. On montrera que l’excentricité de cette
conique est indépendante de P.



Corrigé des exercices

Q@ 1| Dans un repere orthonormé adapté, la parabole a pour équation P : 3% = 2pz, le foyer a pour coordonnées

2
. Soit un point M / P dela parabole. La tangente en M est dirigée par le vecteur T / P 6t 1a normale

p/2
F‘ /

-1 , .
. L’équation de la tangente en M est donc

t/p

R
par le vecteur m

t ot
T): z—-y+—=0
(T) PR
Notons H le projeté orthogonal de F sur (T). Puisque H = F + A7,
xg =p/2—A
ya = AM/p

et puisque H est sur (T'), on trouve que A = p/2 d’olt H‘t/2 )

2 2

x
Dans le repere orthonormé adéquat, I’équation de I'hyperbole est H : — — Z—Q =1 et les deux asymptotes ont
a

pour équations y = b/ax et y = —b/ax ou encore:

Di:bx+ay=0 Ds: bx—ay=20

— b — N . , . .
et les vecteurs nq “ et ng sont normaux a ces droites. Paramétrons un point M de la branche droite

h . b
acht En écrivant que H = M + Anj, on trouve que \ = a et puis que MH =

de I’hyperbole: M bsht: 2+

ab
T

b S ab

. De la méme fagon, on trouve que M H' = W@ et on calcule finalement
a

2b2

/
IMH||MH'|| = prRT

qui est bien indépendant de t. Par symétrie, on obtient le méme résultat si M se trouve sur la branche gauche
de ’hyperbole.

acost —asint —|bcost

@ 3| En paramétrant Uellipse, M bsint’ le vecteur ¢ beost est tangent en M a l'ellipse et le vecteur 7 asin t

est donc normal. L’équation cartésienne de la droite (OM') est:

bsintx + acosty =0

2ab
Puisque le point P est sur la normale, P = M + A7 et puisque P € (OM'), on trouve que \ = —ﬁ et
a
enfin
a(a? — b?) ;
Tp = ——5——>cCo0s
P a? 4 b2
b(a? —b?) . ;
= —————=sin
yp aZ 1 b2
On en déduit que le point P décrit ellipse homothétique (privée de ses sommets) de Dellipse initiale avec un
— b2
t d’h thétie d JERWTE
rappor omothétie de CE

Q@ 4| L’ellipse dans un bon repere orthonormé a pour équation réduite



et A _Oa, A 8. Si My ;0, I’équation cartésienne de la tangente en My est
0
. TTo | YYo
—a a .
On trouve alors (il faut que My # A,A’) P|b? xg. , P'|b? Zo, et ensuite AP.A'P' = .
Dy PN
Yo a Yo a
2?42
@ 5| Dans un repere orthonormé adéquat de centre O, lellipse a pour équation cartésienne & : — + =i 1.
= a
. s s apl@cost . . R acosu =i \|—aesinu ..
Paramétrons 'ellipse : M bsint Si le point P a pour parametre u, P bsinu et le vecteur F’(u) beosu dirige

la tangente en P. La condition pour que la tangente en P soit parallele & (OM) s’écrit Det(?'(u),OM) =0,
ce qui donne cos(u — t) = 0. Par conséquent, u =t + 7/2 + kr c’est a dire u =t 4+ 7/2 ou alors u =t — 7/2. Si
—asint

par exemple u =t + /2, P beost et alors
a.
1 _— — ab
A= =Det(OM,0OP) =|—
2 2
b.

IOM|? + |OP|2 = [a® + 1?]

Remarque : on vérifie que ces valeurs sont correctes en prenant pour M 'un des sommets de D’ellipse.

(o]

. —=7 O N .
a. En traduisant AM.AN = 0, on trouve que (m + a)(n + a) + 4p? = 0 c’est a dire

B+aa+a®+4dp=0

b. L’équation cartésienne de la droite (M N) est:
2px —ay+ =0
et en utilisant la condition d’orthogonalité, cette équation devient
aly +a) — 2px +a® +4p* =0

on voit donc que cette droite passe par le point fixe

a? + 4p?
Q 2p

—a

b. En éliminant le parameétre a, on voit que le point @) se déplace sur la parabole d’équation

y? = 2p(z — 2p)

—
c’est a dire la parabole initiale translatée du vecteur 2p 7 .

@ 7| Dans un bon repere orthonormé, ’équation cartésienne de l’ellipse est :



c c .
0 , F' o ou c® = a® — b2, on calcule

Puisque F ‘

cro/a® —1 cxd/a® +1

d(FTy) x d(F'Tyr) = | 20/4 2| ke | 20/4 2| 1

VaZjat 2/t T /a2 jat + 32 b
_ I@wg/at —1]
- ag/at +yg /bt

2102 222 /ot — 1
= |$0/a2 i xoéa : | (car CQ :a2—b2)

xg/a* + yg /b

wg/at + yg /b2

=12

(car x%/a2 + y(Q)/b2 =1)

Q 8| On calcule le discriminant A = 252 — 72 > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite & un point ou vide. Par
un changement d’origine du repére défini par les formules

r =X+a«a
y =Y+p

pour éliminer les termes en x et y, on choisit « et 3 avec

1

25— 73 = -32
—Ta+258 =32
c’est a dire « = —1 et § = 1. L’origine du nouveau repere est Q‘_ et dans ce nouveau repere 1’équation devient

2522 — 14xy + 25y = 288
On effectue ensuite une rotation des axes d’angle 6 définie par les formules de changement de repere

r =cosfX —sinfY
y =sinfX + cosfY

et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(20) = 0, c’est a dire § = 7w /4. L’équation devient alors dans ce
nouveau repere
X2 y?
P
c’est une ellipse d’excentricité e = 1/4 et de centre 2, On trace sans peine cette ellipse.

Le discriminant vaut A = —40 < 0. Cette courbe est soit une hyperbole, soit la réunion de deux droites
sécantes. Par un changement d’origine de repére défini par les formules

r =X+«
y =Y+0

pour éliminer les termes linéaires, on choisit « et 3 vérifiant

« =0

{3a+26 =6

<o R . 0 R
c’est a dire a = 0 et § = 3. Le centre du nouveau repere a pour coordonnées {2 3 Par un changement de repere

orthonormé (rotation des axes), on sait que I'on peut trouver un angle 6 tel que dans le nouveau repere, la
courbe ailt pour équation
Az® + Cy? =16



mais puisque

A et C sont racines du trindme T2 — 3T — 4 = 0, c’est a dire {A,C} = {—1,4}. Les deux équations possibles de

la courbe sont donc
2 2 22 2

Z Y Y
2 gl Tt =l
On reconnait une hyperbole de demi-axes et . le centre est le point | g :

Q@ 10| L’équation de C s’écrit en factorisant par (y — x):

[y —z](z® +ay +y* + XMz +y)+p) =0

La courbe contient la droite d’équation y = x (premiere bissectrice). Intéressons-nous a la courbe du second
degré. Par un changement de repere défini par les formules

r =X+«
y =Y+p

on peut annuler les termes en x et y en choisissant « et 3 solutions du systeme

20+ 06 =-X
a+28 ==X
c’est & dire @« = 8 = —\/3. Dans ce nouveau repere, I’équation devient
A2 -3
X244 XY +Y2= T“

Si A2 — 31 < 0, cette courbe est vide. Sinon, on sait que par une rotation des axes, on peut trouver un nouveau

repere dans lequel I'équation devient

2 _
AX2+BY2:)\733H

avec A = AB=1-1/4=3/4>0et A+ B = 2. On reconnait une ellipse. A et B sont racines du trinéme
4T? — 8T + 3 =0, c’est a dire {3/2,1/2}. L’équation réduite de ellipse s’écrit

2 2 2 :)\2—3,u

LS “ 34
2 Tpr = Lavee PP St 7

3B

Pour avoir a > b, on prend A < B. Alors I'excentricité vaut e = c¢/a = /1 —b2/a2 = \/1— A/B =|./2/3]|.




