s Fx 1 m Calcul I
Déterminer les racines carrées du complexe z = 6 + 21.

N Fx 2 El Calcul I
Résoudre I’équation du second degré:

224 (44202 + (T+4i) =0

N Fx 3 Bl Calcul I
Résoudre iz2 + 4z + 8 = 0.

N Fx 4 Bl Calcul I
Résoudre dans C 1’équation
2t = 4(z)?

On donnera la forme trigonométrique et algébrique des solutions.

s Fx 5 Bl Calcul HE

Etudier la fonction :
|—7/2,7/2] — R

f: [1—sinx
x — arctan,/ ————
1+sinz
Retrouver le résultat obtenu par la trigonométrie.

S Ex 6 Bl Calcul I
Résoudre le probleme de Cauchy

(#?+ 1)y +y=3
y(1)=0

s Ex 7l Calcul N
Résoudre sur I =]1, + oo, I’équation différentielle

1+ In(x)

Inz)y —y=—
(elna)y —y = ———

. Fx 8 Bl noyen I
Résoudre sur R 1’équation différentielle:

S Ex 9 Bl Calcul I
Résoudre sur R I’équation différentielle

y" +vy — 2y = 8sin(2x)

s Ex 10 Bl Calcul M
Résoudre sur R I'équation différentielle

y" — 4y’ + 4y = z ch(2x)



Corrigé des exercices

Q@ 1| Ce complexe ne se met pas sous une forme trigonométrique simple. Utilisons la résolution algébrique. Soit

2

u = x + iy tel que u” = z, on doit avoir

x? — y2 =6
Ty =1
d’ou
v’ +(-y?) =6
a? x (—y?) =-1

Par conséquent, les réels = et y sont racines du trinéme
X?-6X-1=0

Le discriminant réduit de ce trindme vaut A’ = 9 + 1 = 10, d’olt les deux racines X; = 3 + v10 > 0 et
X9 =3—+/10 < 0. On en déduit que

z=+\/V10+3, y = £/V10 -3

Comme zy = 1, z et y sont de méme signe. Les deux racines complexes sont donc {a,—a} oll| a = \/\/ 10 +3+ i\/\/ 10 -3 |

@ 2| Cherchons son discriminant réduit: A’ = (2 + )% — (7 + 4i) = —4 = (2i)? Les deux racines sont donc

|21:2+3i,zgz2—i|

Q 3| Le discriminant réduit vaut A’ = 4 —8; = 4(1 — 2¢). Cherchons d’abord une racine carrée complexe Z = x + iy

du complexe z = (1 — 2i) par la méthode algébrique. On doit avoir 22 — 32 = 1 et xy = —1. et donc z? et —y?
1—-+/5 1 5
sont racines du trinéme X2 — X —1 = 0. Les racines de ce trindme sont X; = 2\/_ <0et Xo = +2\/_ > 0.

Donc x = +4/(vV5+1)/2 et y = +1/(v/5 — 1)/2. Puisque zy = —1, x et y sont de signes opposés. Une racine

carrée de 1 — 2i est donc Z = \/(\/5 +1)/2 — Z\/(\/S —1)/2 et une racine carrée complexe de A’ est alors
0=27 = \/5[\/\/5 +1-— 2\/\/5 — 1}. Les deux racines du trinéme sont alors

a =vV2VVE—1+i2+v2V VB +1)
2 =—vV2V/VE—14i(2— V2V V5 + 1)

Q 4|z = 0 est une solution évidente. Soit z une solution non-nulle. Mettons z sous forme trigonométrique: z = pe®®

avec p > 0 et 6 € [0,27[. On doit avoir:
4410 _ 452210

p e

2i0 2km

0 , c'est & dire €% = 1 et donc 6 = 5

En prenant les modules, p* = 4p? d’ou p = 2. Ensuite, e = e~

(k € Z). Comme 0 € [0,27], on trouve que k € [0,5]. Les six solutions non-nulles sont donc

ik

(275", ke [0,5]}

d’ou I'ensemble des solutions que 1’on peut mettre sous forme algébrique:

{02,14iV3, —14+iV3,—2,— 1 —iV3,1 —1iV3}




@ 5| La fonction est dérivable (composée de fonctions dérivables) sur I =] — w/2,7/2[ et Va € I,

f(z) = L 1 —2 X COS T
L+ 1—sinz \/1_5in (sinz +1)2
I +sing 1+ sinx
1 —cosx
21 —sinzV1 fsinz
B cosx
2v/1 —sin’ z
_ cosz
" 2|cos x|
_ 1
T2

x
puisque le cosinus est positif sur I. On en déduit qu’il existe C € R tel que Va € I, f(z) =C — 3 Pour z =0,

on trouve que C' = /4 et on a donc montré que

l—sinz =n =
Ve €] — m/2,1/2], arctan | —mt =T L
x €] —/2,7m/2[, arctan TS snz — 1 2

Retrouvons ce résultat par la trigonométrie. Utilisons la formule cos(2a) = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin? a qui donne

1+cosf =2cos?
1—cosf = 2sin?

NID |

En utilisant également que sin(x) = cos(7/2 — ), on a

f(z) = arctan \/1 —cos(m/2 — x)

1+ cos(m/2 — x)

= arctan y/tan?(7/4 — 1/2)
= arctan [tan(r/4 — z/2)]
=n/4—2x/2

En effet, puisque —7/2 < z < /2, 0 < 7/4 — x/2 < w/2, la tangente est positive et on peut simplifier
arctan(tan 6).

@ 6| Cherchons d’abord ’ensemble de toutes les solutions de cette équation différentielle. Comme la fonction z —
22 4+ 1 ne s’annule pas sur R, cette équation a méme ensemble de solutions que ’équation normalisée

13
2+17 7 211

/

Yy +

Résolvons ’équation homogene associée:

1
(H) :y'+ 5—y=0

x4+ 1

Une primitive de a(z) = 21 sur R est la fonction arctan. Par conséquent,
x

Sy = {Cefarctanw; Cc ]R}

Une solution particuliere évidente est la fonction constante égale a 3. L’ensemble de toutes les solutions de (E)

est donc
{3+Ce—arctanm; CER}

Soit y une solution du probléme de Cauchy. Comme y est une solution de (E), il existe C' € R telle que Vz € R,
y(z) = 34 Ce~ <202 Comme (1) = 0, on doit avoir Ce~™/* = —3 d’ott C' = —3e™/* et donc

Vo € R, y(z) = 3(1 — ¢™/4-arctan)




Q@ 7| Sur lintervalle I, I’équation est équivalente a 1’équation normalisée

1 Inz+1
Yy=-

(En) : y/

zlnz 22lnx

L’équation homogene associée a pour ensemble de solutions Sy = {C'ln(x); C € R}. Cherchons une solution
particuliere de la forme C(z)In(z) ot C est une fonction dérivable sur I (variation de la constante). On sait

que y sera solution si et seulement si
dx dz
Cx) =— —
() / x?lnx / 22(Inx)?

En intégrant par parties la deuxieme primitive :

on en déduit que

_/ dx B dz. 1
2Inz  22In2x zlhnz

d’olt la solution particuliere y(z) = 1/x. Finalement, 'ensemble des solutions est :

SEz{Clnx—k%; CER}

Q@ 8| Cherchons les solutions de I’équation homogene associée: y’ +

In(xz + v22 + 1), on en déduit

dx
Va2 +1

= argsh(z) =

ﬁyzo. Alz) = [

C
Si = {Ce VT, ce R} = {———=; CeR}
f r+vr2+1

Cherchons une solution particuliere de (E) sous la forme y(x) Clo) ot C est une fonction dérivable
= vable.

r+ Ve +1 /

C
D’apres la méthode de la variation de la constante, y est solution si et seulement si Vo € R, ¢)_ =

r+Vr2 41

Va2 +1—z, cest a dire C'(z) = (Va2 +1—z)(Va?2 + 1+ z) = 1. On peut prendre C(z) = z d’onr y(z) =
x

———_ L’ensemble des solutions est donc:

vz +1+z

{ - + ¢ 'CER}
r+VEZ+1 z+vVa2+1

Q@ 9| L’équation caractéristique possede deux racines réelles distinctes, 1 et —2. On cherche une solution particuliere
sous la forme asin(2z) + bcos(2z) et on trouve finalement ’ensemble des solutions:

Sk = {_g sin(2z) — %%S(?x) + Ae” + Be™*"; (A,B) € RQ}

@ 10| L’équation caractéristique a une racine double r = 2, On cherche une solution particuliere avec le second

membre f(x) = ze2* /2 + e~ /2 avec le principe de superposition. On trouve finalement

1 1 1
S = {Exgezm + 3—2xe_2m + 6—46_2'” + Ae*® 4+ Bxe*™; (A,B) € ]RQ}




