s Ex 1 m Calcul M
On considere la fonction définie par:

fl@)=+va2-1- arcsin(i)

a. Déterminer le domaine de définition de f, et étudier ses variations.
b. Etudier les branches infines.
c. Etudier la dérivabilité de fen—1et 1.

EEN Fx 2 El Calcul I

Etudier la fonction définie par
f(z) =In(2 —e'/?)

S Ex 3 Bl Calcul N
On consideére la fonction définie par f(z) = ze®.
a. Faire I’étude complete de f.
b. Montrer que f réalise une bijection de U'intervalle [—1, + oo vers 'intervalle J = [—1/e, + co[. On note h
cette restriction et on note W sa bijection réciproque: W = h~1.

c. Montrer que W est dérivable sur I'intervalle | — 1/e, + oo[ et que Vz €] — 1/e,0[U]0, + oo,

oy W)
Wia) = z(1+ W(z))

I Fx 4 Bl Calcul, amusant I

Une exploitation agricole utilise un certain type d’engrais qu’elle répand sur le sol. Une étude a montré qu’une
fois répandu sur le sol, une partie v de I'engrais est transmise sous forme de nitrate dans l’eau de la nappe
phréatique. Ces nitrates sont ensuite dissous dans cette eau. On note Qg la quantité d’engrais répandu sur le sol
a linstant ¢ = 0. On note ¢(¢) la quantité de nitrates qui passe dans l'eau et f(t) la quantité de nitrate dissoute
dans l'eau. L’étude a montré que les fonctions g et f vérifient pour ¢t > 0, les équations différentielles suivantes:

¢(t) =—aq(t)
f'(t) = aq(t) — Bf(t)

o 0 < B < a. A linstant t =0, ¢(0) = vQo et f(0) = 0. Déterminer la quantité maximale de nitrates présents
dans l'eau au cours du temps. Que vaut cette quantité lorsque 5 = /27

H Fx 5 Bl Calcul I

Déterminer les fonctions f : R +— R dérivables, ne s’annulant pas telles que la courbe y = f(z) possede la
propriété suivante: pour tout z € R, la tangente & la courbe au point (z,f(z)) coupe axe des x en z’ avec
—x=1.

I Fx 6 Bl Facile, cours N
Résoudre sur U'intervalle I =]0,7[ 'équation différentielle sinty’ — costy + 1 = 0.

s Ex 7 Bl Calcul, cours N
Résoudre sur I =)0, + oo[ ’équation différentielle 2zy’ + y = ™. ou n € N.

s Ex 8 Bl Facile, cours M
Résoudre sur R 1’équation différentielle " + 3’ — 2y = 8 sin(2x).

B Fx 9 El Moyen I

a. On considere I’équation différentielle (E) : ax?y” + bxy’ + cy = 0 ou (a,b,c) € R3, a # 0. Si y est solution
de (E) sur I'intervalle |0, 4 oo[, montrer que la fonction définie par z(t) = y(e') est solution d’une équation
différentielle du second ordre a coefficients constants.

b. Résoudre sur l'intervalle I =]0, + oo[ Péquation différentielle (E) : z2y” — xy’ +y = 0.

c. Déterminer les fonctions f :]0, + oco[— R deux fois dérivables vérifiant Vo > 0, f'(z) = f(1/z).



a.

Corrigé des exercices

Pour que f(x) soit défini, il faut que 22 —1 > 0 et que 1/x € [—1,1], c’est & dire que x €] — oo, —1]U[1,+c0.

Comme z — +/Z est dérivable sur l'intervalle ]0, 4+ oco[ et que la fonction arcsin est dérivable sur | — 1,1],
la fonction f est dérivable sur les intervalles | — oo, — 1] et ]1, + oo[. Soit alors x €] — oo, — 1[U]1, + o0f.
On calcule 5 ) )
/ o 2
T) = — —1/x") = ———=
Fz) 2va? — 1 \/1—(1/;10)2( /=) VrZ —1(x + 1/]x|)
Par conséquent,
2
1
s siz>1
J(w) =g et 1
¢ —1 .
<0Osiz<-—1

On a f(x) — /2 et f(z) p— —m/2. et f(x) — o oo On trace alors le tableau de variations

de f (a faire!)

Etudions la branche infinie lorsque  — +00. On forme f(z)/z = V1 —1/22 —arcsin(1/x)/x i +1.
r— o0

Pour z > 1, formons

f(@) —z=+a?—1— Va2 —arcsin(1/z) = ot arcsin(l/z) ——— 0

{E2—1+£E r— 400

Par conséquent, la droite d’équation y = x est asymptote en +oo. Pour x < —1, formons
1
f@)+z=+va?—-1—-vVa?—arcsin(l/z) = —————— — arcsin(l/z) —— 0
ViZ—1-x T——00

Et donc la droite d’équation y = —x est asymptote en —oo.
Etudions la dérivabilité en —1. Puisque f'(x) — 0, on en déduit que f est dérivable en —1 et que
T——

f'(=1) =0. Puisque f'(z) — oo, onen déduit que f n’est pas dérivable en 1 (tangente verticale).

Q 2| Pour que f(z) soit défini, il faut que = # 0 et que 2 — e'/% > 0, c’est & dire que < 0 ou alors que z > 1/In2.
On a donc Dy =] — 00,0[U]1/1In2, + oo]. La fonction f est dérivable sur ces deux intervalles et Vz € Dy,

TN 1 1/z 2y _ et/

On calcule f(z) ——— 0, f(z) — In2, f(x) ———— —oco et f(x) ——— 0 d’oui le tableau de variations de

z—1/1n2 r—+00

f (d tracer!). On voit que cette fonction se prolonge en 0 en une fonction continue favec f(O) = In2. Etudions

la dérivabilité en 0 du prolongement. Puisque f'(z) — 0, on en déduit par un théoreme que fvest dérivable
x—0~

en 0 et que f/(0) = 0.

2]

a.

b.

Dy =R. On calculer pour z € R, f'(z) = e*(1 + ), et f(z) —— 0, f(-1) = —1/e, f(z) ——— +o0

I— 100
d’ou le tableau de variations de f (& dresser). "
La restriction h de f & I'intervalle [—1,+ oo[ est continue et strictement croissante. Par conséquent, d’apres
le théoreéme de la bijection, h réalise une bijection de I'intervalle [—1, 4+ oo[ vers I'intervalle | — 1/e, 4+ oo].
Puisque Vz €] — 1/e, + oo, h/(x) # 0, d’aprés un théoreme, on sait que W = h~! est dérivable sur

l'intervalle | — 1/e, + oo| et que Va €] — 1/e, + oo, W'(z) = . Mais puisque

W(W(w) — eW@I+W(x)]
h(W (z)) = x, on en déduit que W (z)e'®) =z et donc pour x # 0, e~ W (@) = W(zx)/x. D’oul pour = # 0,
W (z)
W' (z) = ——2)
(=) z[1+ W (x)]

Q 4| La premiere équation différentielle se résout immédiatement : ¢(t) = yQoe~*!. La fonction f vérifie donc:

F(t) + Bf(t) = yaQoe "

L’ensemble des solutions de 1’équation homogene associée est

Sy = {Ce™ P C € R}



Cherchons une solution particuliere avec la méthode de la variation de la constante sous la forme yo(t) =

C(t)e=Pt. Puisque ¥Vt > 0 on doit avoir C'(t)e P = yaQoe™*, on trouve que yo(t) = —Zan;e_“t. Par
conséquent, il existe C' € R tel que Vt > 0, f(t) = Ce Pt — %Qt)e*at. Puisque f(0) = 0, on trouve finalement
que

PO RT—
Calculons f/(t) = za_Q;e_“t [a - ﬁe(a_ﬂ)t]. On trouve que f’ s’annule en ¢y = h;(a#, que f est croissante

sur [0,to] puis décroissante sur [tg, + 0o[. La quantité maximale de nitrates présent dans I’eau vaut donc f(to),
c’est a dire

Tods -s(55) _ oo ()]

Lorsque 8 = /2, cette expression se simplifie en | fiqa. = YQ0/2 |

Q@ 5| Soit f une telle fonction. L’équation de la tangente au point (z,f(x)) s’écrit

,fm(m? -

YV = f(z) + f'(2)(X — )

Cette tangente coupe I'axe des x en z’ vérifiant 0 = f(x) = f'(x)(2’ — x). Puisque 2’ —z = 1, la fonction f doit
donc vérifier:
Ve eR, f'(x)+ f(z) =0

et donc il existe C' € R tel que Vo € R, f(z) = Ce™*. On vérifie réciproquement que pour toute consante C' # 0,
ces fonctions f conviennent.

Q@ 6| Comme Vt € I, sin(t) # 0, I’équation est équivalente a I’équation normalisée:

, cost 1
sint”  sint
cost N . . ) .
En posant a(t) = — g e primitive de a sur I est A(t) = — In(sint). Par conséquent, ’ensemble des solutions
si

de ’équation homogene est
Sy = {Csint; C € R}

Cherchons une solution particuliere de la forme yo(t) = C(t)sint. La méthode de la variation de la constante

dit qu’on doit avoir Vt € I, C'(t)sint = ~ant’ c’est a dire C'(t) = ——— n On reconnait la dérivée de cotan, et
sin sin

donc on peut prendre C(t) = cotant. Une solution particuliere est donc yo(t) = cost. L’ensemble des solutions

de I’équation différentielle est finalement :

|S={Csint—|—cost; CER|

Q@ 7| Comme Vz € I, 2z # 0, ’équation différentielle a méme ensemble de solutions que I’équation normalisée

1 n—1

/+ T
LS L

1
Posons a(x) = 1/2x. Une primitive de a sur I est la fonction définie par A(z) = 3 In 2. L’ensemble des solutions
C
de I’équation homogene est donc Sy = {\/—_, C € R}. Cherchons une solution particuliere de la forme Y (z) =
x
C(z)/+/z. La méthode de la variation de la constante nous dit qu’on doit avoir Vo > 0, C'(z)/\/z = "1 /2,
c’est & dire C'(z) = 2" ~1/2/2. On peut prendre C(z) = 2" +1/2/(2n+1) et donc Y (x) = 2™ /(2n+1). L’ensemble
des solutions de I’équation différentielle est donc

C z™

_§+2n+1

s=17

}




Q 8| On trouve que I'ensemble des solutions de I'’équation homogene est Sy = {Ce® + De™2*; (C,D) € R?} et
chercher une solution particuliere de la forme y(x) = A cos(2z) + Bsin(2z). On trouve que

[Q9]

S ={Ce” + De™ " — gsin(2x) - gcos(Qx)}

Supposons que y est une solution de (F). La fonction z de I’énoncé est deux fois dérivable sur I et on
calcule pour t € I:

2(t) =yl

Z(t) =e'y'(e')

2'(t) = (") (e") + ey (1)
En calculant a2’ (t) + B2/ (t) + vz(t), on voit que si on choisit « = a, B = b— a, v = ¢, on peut utiliser le
fait que y est solution de (E): calculons donc

az"(t) + (b — a)z'(t) + cz(t) = a(e")?y" (") + be'y/(t) + cy(e') = 0
La fonction z est donc solution de ’équation différentielle
az"+(b—a)z' +cz=0

Soit y une solution de (F). En reprenant les calculs précédents, on trouve que z est solution de I’équation
différentielle 2" — 22’ + 2 = 0 et donc il existe (A4,B) € R? tels que Vt € R, y(e') = 2(t) = Ae’ + Btet. Soit
alors > 0. En posant ¢ = Inz, on trouve que y(x) = Az + BxInxz. On vérifie réciproquement que pour
(A,B) € R2, cette fonction est bien solution de I’équation différentielle (F).

Soit une telle fonction f. En dérivant la relation, on doit avoir:

Ve > 0, (@) = = /(1)) = 5 /(2)

2//

et donc f doit vérifier ’équation différentielle du second ordre z + y = 0. En utilisant ce qui précede,

il doit exister (A,B) € R? tels que Vz > 0,

flz) = Aﬁcos(? 1nx) + B\/Esin(g lnx>

En calculant f'(z) et f(1/z), on trouve ensuite que A et B doivent vérifier A = /3B et donc que f est
de la forme:

Ve >0, f(z) = A\/E[\/gcos(\/@ lnx> + sin(?lnx)} = 2A\/Esin(\/7§ Inz + g)

On vérifie réciproquement que pour A € R, cette fonction est bien solution.



