E Ex 1 Bl Facile I
Résoudre 1’équation log, (10) = 2logy, (10) + 310g; 0, (10).

E Fx 2 El Facile I
7 , . r—1 r4+1 —
Résoudre pour z > 0 I'équation 22¢ — 3¢~3 = 37+3 — 92¢-1,

N Fx 3 . Facilg |
Résoudre 'équation zV* = (V7).

EE Fx 4 El Facile I
Résoudre I'inéquation 1n|2m + 1| + 1n|a: + 3| <In3.

I Fx 5 . Moyen I
Soit la fonction .
55 [ . R

—  In (tan (% + ”25))

Montrer que la fonction f est bien définie et que Vo € I =] — g,g[, on a les relations suivantes :
a) th /) = tan —;

b) th f(z) = sinx;

¢) ch f(z) =

. Fx 6 Moyen I

Montrer que Va # 0,
2 1

the = —
x th2x thz

Calculer alors la somme

n—1
Sp =Y 2"th(2"z)
k=0

mmm Fx 7 B A faire, classique
Soit un réel a € R. Résoudre I’'équation :

chx 4+ cosa=2shx +sina

mmmm Ex S Bl A faire, classique HEEEE————
Montrez en dérivant que:

— 1
Vz € [0,1], arcsiny/z = % +3 arcsin(2z — 1)

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie. (On pourra poser x = sin? ).
Ex O ML faire, classique I

Montrez en étudiant la fonction que

1
Vx>0, arctan(shax) = arccos (—)
chx

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie.
s Ex 10 Bl Facile M

Etudiez la fonction f définie par:

2
f(x) = arctan ( ’ 2) — 2arctan x

1—x



Notons S ’ensemble des solutions et montrons que | S = {10 E

Corrigé des exercices

=52 10759y |

C: Soit z € S, on doit avoir z > 0, x # 1,  # 1/10 et = # 1/100 pour que les logarighmes soient définis.
1
Puisque log, z = ng, on doit avoir
loga
log10  2log10 n 3log 10
logz  log(10z) = log(100z)
c’est a dire
I 2 n 3
logz 14+logz 2+ logx
En posant X =logz, on a
1_ 2 3
X 1+X 24X
-1 11— _ o
c’est & dire 4X2? +4X —2 =0, et donc X € { -;-\/§7 2\/5} et donc z € {10 12“5,10 e 1.
> A faire.

C:

D

3
Q 2| Notons S I'ensemble des solutions et montrons que | S = {5} .

soit x € S. On doit avoir 22%(1 +1/2) = 32~ 1/2(1 + 3) cest a dire 22273 = 3773/2 ¢t donc e?*=3)In2 =
e(®=3/2)In3 ot donc (22 —3)In2 = (x — 3/2) In3 d’ont (22 — 3)(In2 — In3/2) = 0 d’olt finalement = = 3/2.

a faire.

@ 3| Notons S I'ensemble des solutions et montrons que | S = {1,4}|.

. . . N _1 N .
soit z € S. On doit avoir z > 0 et eVZIN? = ¢#IVZ oagt 3 dire eV@me—322 — 1 Qo nécessairement

C:
(Vx —x/2)Inx = 0 et par conséquent, x = 1 ou alors = = 4.
D: a faire.
’ 4‘ Notons S Pensemble des solutions et montrons que | S=[-7/2,-3]U—-3,—-2]U[-3/2,—1/2[U] — 1/2,0] |
C: soit z € S. Pour que les logarithmes soient définis, il faut que x # —1/2 et que = # —3. De plus, on doit
2 1 3 2 1 3
avoir In (;U—’_—;(:UH < 0 clest a dire ’(x—f——;(x—i—)‘ < 1.donc =3 < (2z + 1)(z + 3) < 3 et donc
nécessairement
202+ 7z +6 >0
202 + Tx <0
Les racines du premier trindme sont —2 et —3/2. On sait que ce trindme est positif & extérieur de ses
racines. Les racines du deuxiéme trindme sont 0 et —7/2 et il est négatif & l'intérieur de ces racines.
Finalement, on doit avoir € [-7/2, — 3[U] — 3, — 2] U [-3/2, — 1/2[U] — 1/2,0].
C: a vérifier en remontant les calculs.

@ 5| Remarquons d’abord que dans l'intervalle de définition, 0 <

(E — %) < g et donc que la tangente prend ses

valeurs dans |0, + oo[ et par conséquent que f est bien définie.
a) Puisque

e2X —1

thX = —
e2X +1

En remplagant, on trouve que

tan(= +2) — 1

a @ _ ey
tan(g—l—ﬁ)—i—l

2 "1

et en développant sin(a + b), cos(a + b), on trouve le résultat.
b) On utilise la méme expression de thz et 'on trouve:

ou l'on a utilisé la formule cos 2a = cos

ta112(E + 71) -1
thf(l') = 2 4 zsin2(£+z)_cosz(§+E
2% T 2 ' 4 2 ' 4

tan (5 + Z) +1

) = —cos(z + g) =sinz

24 —sin?a.



x —T

¢) Puisque chx = eT, on trouve que
x
tan(= + =) + 1 1 1 1
ch f(z) = 2 _4 = = =
T, I 2sin(...)cos(...) g T
2tan(§ + Z) sin(...)cos(... sin(z 4+ =) COST

d) De la méme facon,

oh f(x _ tan?(...)—1 __Sin2(...)—cos2(...) B _COS(”“Fg) ~tanz
hf(w) = 2tan(...) 2sin(...)cos(...) sin(x—i-g) =t

Q@ 6| En utilisant la trigonométrie hyperbolique :

2 B 1 _ch2x+sh2x_chx_chx+shx_chx_th
th2z thz  shzchz shz ~ sha chz shzx v

En remplagant dans la somme, on trouve

n—1 . 2 2 n—1 2k+1 n—1 2k 2n 1
Sn = 2 - = S = -
kz—o <th 2k+1z  th 2’“3:) kz_;) th2k+1g kz—o th2kz [ th2"z tha

@ 7| En passant aux exponentielles et en notant X = e*, X doit vérifier I’équation du second degré:
X2 4 2(sina —cosa)X —3=0

Le discriminant réduit vaut A’ = (sina — cosa)? + 3 > 0. Puisque X > 0, il faut que

X = /(sina — cosa)? + 3 — (sina — cos a)

On a bien X > 0 car \/(sina — cosa)? + 3 > |sina — cosal. Alors

z=In (\/4—sin2a—2—|—sin2a)

1
Q 8| Considérons la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = arcsin/z — 3 arcsin(2x — 1). Elle est bien définie sur
[0,1] car —1 < 2z — 1 < 1. Elle est dérivable sur I'intervalle ]0,1[ et

11 1 1

1
- \/m%/i_ V1= (22 —1)2 B 2V — x2 a Var — 472

Cette fonction est donc constante sur 'intervalle [0,1]. En faisant = 0, on trouve que f(0) = g On retrouve

f'(z)

ce résultat car on peut poser x = sin’u lorsque z € [0,1], avec u € [0,5]. Alors

arcsin(2x — 1) = arcsin(— cos 2u) = — arcsin(cos 2u) = arccos(cos 2u) — g =2u— g

et arcsin y/z = arcsinsinu = u.
Q@ 9| Considérons la fonction f : [0, + co[— R définie par
1
f(x) = arctan(sh x) — arccos (—)

chz
Elle est dérivable sur l'intervalle ]0, 4+ oo et V& > 0,
chz sha

1
_1—|—sh2x_\/1_ 1 ch’z

h?

f'(z) =0

Comme f(0) = 0, on trouve que Va € [0, + oo[, f(z) = 0. Par la trigonométrie: soit un réel x > 0. Comme

1
T €]0,1[, il existe 6 € [0,5] tel que

1
- 9
T = 8



Alors

1
‘h = — 1 =
shz \/(3052 7 tan 6

arctan(sh z) = arctan(tan ) = 0

et alors

Et d’autre part, on a bien

1
arccos(%) = arccos(cosf) = 6(6 € [0,7])

@ 10| La fonction f est définie pour z ¢ {—1,+ 1} donc Dy =] — oo, — 1[U] — 1,1[U]1, + co[. Comme la fonction f est
impaire, on fait I’étude sur les intervalles I; = [0,1] et Iz =|1, + oo[. Calculons sa dérivée:
222 + 2 2

Ve el Uly, f’(x):x4+2x2+1 1442 =0

Par conséquent, 3C7 € R tel que Vz € I, f(z) = C1 et 3C2 € R tel que Vz € Iy, f(z) = Cs. En faisant z = 0

et © — 400, on trouve que C7 = 0 et Cy = —m. Montrons par la trigonométrie que
Vz €] —1,1[, arctan <m> = 2arctanz
Soit z €] — 1,1[. 3!0 €] — F,%[ tel que z = tan6. Alors
2z _ tan 26 — tan(20)

1—22 1—tan%6

2z
arctan ——— = 20 = 2 arctanz



