mmmm Fx 1 B Facile, technique I
a. Résoudre I’équation cosx — \/gsinx =1.
b. Résoudre équation (v/3 + 1) cosz + (v/3 — 1)sinz + /3 — 1 = 0. On pourra poser ¢ = tan(z/2).

EEEN Fx 2 Hl Facile I
Soit un complexe z et un entier n vérifiant :

L+z+- 42" =ne"
Montrer que |z| < 1.

EEN Fx 3 Bl Facile, technique I
a) Résoudre dans C, I’équation
(1+i2)5 = (1 —i2)®

2
b) En déduire les valeurs de tan g et tan %, que l'on exprimera sous la forme:

\Vp+avn, (npg) € Z?

¢) En déduire la valeur de tan 17r_0

EEN Fx 4 Bl Facile M

1—cosf —isinf

. "o 20 . .
1—0—1\/3) ¢ 1+ cosf +isinf
A s e

—1

Déterminez le module et un argument des complexes <

mmmm Fx 5 Bl Facile, classique N

On pose
. 7T T T
A= sm(ﬁ) B = COS(E) C= tan(ﬁ)

ou f € R\ 277Z.

En utilisant la trigonométrie, montrer que A vérifie une équation du second degré. Exprimer A, B , C en

utilisant des racines carrées.

E Fx 6 Il Facile N
Trouver les complexes z qui vérifient
lz—1]=1

mmm Fx 7 Bl Facile, classique N
Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C:
. N\ 2 .\ 3
o1+ () +(25) ~o
z—1 z—1 z—1

(i) (z+19)" = (z — )"

z41

z—1
EEN Fx 8 Bl Facile
Résoudre dans C, 1’équation z

INDICATION : Poser Z =

3

. Fx 9 Bl Classique, & faire N

| km

Calculer la somme S,, = Z o cos R

k=1

B Fx 10 Bl classique, a faire
2T . LR . 7’ 3
Pour n > 2, on note w = ¢ (racine nieme de I'unité). Calculer les sommes suivantes:

n—1
Z W (peZ)
k=0
n—1 n
(i)
k=0
n—1



Corrigé des exercices

@]

a. Montrons que I’ensemble des solutions est :

S = {2km; kGZ}U{2k7r—2?7T; keZ}

1 3
C : soit z € R une solution. Réécrivons ’équation sous la forme: 2(— cosxT — £ sin x) = 1. On
doit donc avoir cos(w/3) cosx — sin(n/3)sinz = 1/2, c’est a dire cos(m/3 + x) = cos(w/3). Par
conséquent, il existe k € Z tel que 7/3 + x = 7/3 + 2k7, ou alors 7/3 + & = 2km — 7/3, c’est & dire

2
x € {2k keZ}u{%w—%; ke,

O : 9l existe k € Z tel que = 2k, on a bien cosz — v/3sin(z) = 1. De méme, s'il existe k € Z tel

2 1 -3
que x = 2k — %, on a cosT — \/gsinx = —3 + \/3% =1.
b. Montrons que

3:{21”—%; keZ}u{%Hg; ke Z)

C: Soit € R une solution. On vérifie rapidement que tan(x/2) est défini (sinon z = (2k + 1)7 et
x ne serait pas solution). On peut donc poser ¢t = tan(z/2). En utilisant les expressions de sin x
et cosx vues en cours, on doit avoir

2t

1 —¢2
142

T +(V3-1)=0

(V3+1) +(V3-1)

ce qui donne I’équation du second degré suivante en ¢:
2+ (1-V3)t—v3=0

Le discriminant de cette équation vaut A = (1 — v/3)% +4v/3 = (1 + v/3)? et les deux solutions

sont donc t; = —1 et ty = /3. Par conséquent, tan(z/2) = —1, c’est & dire qu'il existe k € Z

tel que x = 2km — g ou alors tan(x/2) = /3 = tan(n/3), c’est a dire qu’il existe k € Z tel que
27

=2k —.
x T+ 3

D : on vérifie simplement l’inclusion réciproque.

Q 2| Par I'absurde, supposons que |z| > 1. Utilisons I'inégalité triangulaire: n|z|" = [1+ 2+ -+ 2" < 14 |2| +
oo 4 |z[*7 L Mais comme |z] > 1, 1 < |2] < [2|2 < -+ < |27 L. Par conséquent,

n|z|® < nlz"!

En divisant par |z| > 0, on trouve alors |z| < 1, une absurdité. En conclusion, nous avons montré que |z| < 1.

— 1+1 ox
Q@ 3|a) Soit z solution de 1. z # —i donc 1 —iz # 0. Posons U = T + ZZ U doit vérifier U® = 1. En posant w = ez%,
—iz
il existe k € [0,4] tel que:
U=uwk
Alors:
= ZWk -1 tan(k—W)
wk +1 5

kmw
On vérifie réciproquement, que z = tan — est solution pour k € [0,4].

b) Résolvons de fagon différente I’équation (1) en développant les deux membres & 1’aide du binéme :

14 5(iz) + 10(i2)? + 10(i2) + 5(iz)* + (i2)° = 1 — 5(iz) + 10(iz)* — 10(i2)> + 5(iz)* — (iz)°
5iz +10(iz)% + (i2)° =0
z[2* =102 +5] =0
Et si z est une solution non-nulle, Z = 22 est racine du trindéme

7?2 -10Z+45=0



qui possede deux racines réelles: 3
Z1=5-2V5 Zy=5+2V5

et donc, les racines de (1) sont:

0, j:\/5+2\/5, i\/5—2\/5

kmw . .. T 27
Comme tan 5 est strictement positif pour k = 1,2, et que tang < tan 5 on trouve que

T 2
tang:\/5—2\/5 tangz\/5+2\/5

¢) En utilisant la formule de trigonométrie:

2tan6

tan20 = ————
an 1 —tan® 6

avec 6 = 110, et en posant A = tan 110, A doit vérifier:

\/5—2\/5A2+2A—\/5—2\/5=0

et A est alors la seule racine positive de ce trinéme:

_-1+v2V3-V5
V5 =25

Q@ 4| On trouve 1 + iV3=2e%8 et 1 —i=+2e"" dot1 2 = 2106155 Poyr lautre,

A

1+cosf+ising 1+e? e ¢
A = — = — ————=— = cotan
1—cosf —isinf 1—e® i —2isin%

SRS

2 cos iz
e’ 2

N

Il faut ensuite étudier le signe de cotang pour trouver 'argument.
1 — cos(7/6)

Q 5| En utilisant la formule de trigonométrie cos(2a) = 1 — 2sin® a, on trouve que A% = >

Vi
2

, C’est a dire

A= (A > 0). On fait de méme avec B en utilisant la formule cos(2a) = 2cos?a — 1.

2 in/6 _ @

in/12 et dire que 22 = e 5

On peut également utiiser z = e + 3 et extraire une racine carrée sous forme

algébrique.

Q@ 6| On cherche les points du plan qui se trouvent a distance 1 du point d’affixe 1. C’est le cercle centré en 1 de
rayon 1: ‘
z=1+¢e"Y 0¢cl0.2n]

@ 7| En posant Z = Z—ﬂ, Z vérifie 1 + Z + Z2 + Z3 = 0, c’est a dire Z = i, — 1, — i (on vérifie que Z # 1 et
© | z—1
1—2z4
1-Z

Pour la deuxieme équation, poser U =

- . 2+ . .
). On écrit ensuite que z = Zﬁ’ et on trouve les trois solutions z = 1,0, — 1.
z+1 im U
-, U=w=c¢e" ,et alors z =1
z—1 U -
moitié, on trouve que z € {cotan %”; ke [0,n—1]}.
z = 0 est une solution. Si z # 0 est solution, alors en multipliant par z on trouve que z* = |z|? = 1 d’on
ze{li,—1,—i}.
On vérifie réciproquement que ces solutions conviennent. L’ensemble des solutions est donc {0,1,i, — 1, — i}.

On calcule

alors 1+ Z+ 224+ 273 =

1
T Apres factorisation de ’angle

noq o n—1 o k 1 ei(n-gl)a-r ongi%
ik ——3
Un = AL 3 = -
Z 2ke 2 Z < 2 ) an 6% —9

k=1 p=0




@ 10| La premiere somme est géométrique de raison wP. La raison est # 1 ssi p n’est pas un multiple de n. Alors
wP™ — 1
S = — =
—— =10
Si p est un multiple de n, on trouve S = n.

La deuxieme somme se calcule grace au binéme:

3

Szkz()(;l)wk—w": (I+w)"—1=|-2"cos" ——1

La troisieme somme se calcule en remarquant que

km km
|wF — 1| = 2|sin —| = 2sin —
n n

(factorisation de l’angle moitié et le sinus est positif si k € [0,n — 1]). On introduit la somme des exponentielles
imaginaires correspondante que ’on calcule et finalement,

n—1 ; Lo im

ik e —1 2te” 2n

Un = 2 E e n = 2 T = " p
=0 e’'n — 1 Sin %

S =1Im(U,) =|2cotan (%)




