s Ex 1 . Instruc%if |

. R —
Soit f:{ (zy) — (v+yay)

a) On considere un élément (a,b) € R2. Déterminez 'ensemble f~! ({(a,b)}) (Les notations sont-elles correctes ?)
b) Déterminez f(R?).

¢) L’application f est-elle injective? surjective?

Indication : se rappeler les résultats sur les trinémes: si I’on connait la somme et le produit de deux nombres,
ils sont solution d’une équation du second degré. . .

EEEN Fx 2 Hl Facile N
Soient deux ensembles E et F' et deux applications f : F— F, g: F — FE telles que f o g = idp. Montrez que

(9o f)(E) = g(F).

EEN Fx 3 Hl Facile I
Soit un ensemble E et une relation R sur E qui est réflexive et qui vérifie:

Y(z,,2) € B3, (2Ry et yRz) = zRx
Montrez que R est une relation d’équivalence sur E.

HEE Fx 4 Bl Facil e I
Sur I’ensemble R, on considere la relation définie par

Ry <=2 —y’=z—y

a) Montrez que R est une relation d’équivalence ;
b) Soit x € R. Déterminez sa classe d’équivalence C,,.

s Ex 5 Bl Moyen I
Soit une relation R sur un ensemble E. On définit une relation S sur F par:

V(z,y) € E?, 28y <= In e N*, I(zq,...,2,) € E" N tqao =2, 2, =y et Vi € [0,n — 1], 2,Rxi41

a) Montrez que la relation S est transitive.
b) On suppose que R est réflexive et symétrique. Montrez que S est une relation d’équivalence.

EEEN Fx 6 Hl Facile M
Soit un ensemble E et un ensemble ordonné (F, <). Sur l'ensemble F(E,F) des applications de E vers F', on
définit une relation, notée < par:

Y(f.9) € F(E,F)?, f=g+= (VzekE, f[f(z)<g()

a) Montrez que =< est une relation d’ordre sur I’ensemble F(E,F).
b)Si E = F = R, et Pordre < est Pordre naturel sur R, montrez que la relation d’ordre < définie sur F(R,R)
n’est pas totale.

HE Ex 7 El Facile I
Sur I’ensemble Z, étudier les propriétés de la loi définie par:

P*xq=p+q+pq
Est-ce que (Z,x) est un groupe?

 Ex 8 Il Facile N
Montrer qu'un groupe (G,.) tel que Vo € G, 2% = e est commutatif.



Corrigé des exercices
Q1]
a) Soit (z,y) € R%

e € ey = { TF e

Donc, (z,y) € f~1({(a,b)}) si et seulement si, z et y sont racines du trinéme :

X2 —aX+b

— Si A=a%?—-4b<0,il n’y a pas de racines réelles & ce trinome, et donc f~1({(a,b)}) = 0.
— Si A =a%—4b=0, il y a une racine double, X = %, et donc

2 —4b —Va?—4b
—~ Si A=a%—4b=0, il y a deux racines distinctes, X; = %, Xy = L, et donc

FHH(@b)}) = {(X1,X2),(X2,X1)}

b) (X,)Y) € f(R?) si et seulement s'il existe (z,y) € f~1({(X,Y)}), et d’apres la question précédente, c’est le
cas ssi X2 —4Y > 0. Donc
f(RY) = {(X,)Y) € R? tq X? — 4Y > 0}

(représenter graphiquement cet ensemble).
c) Comme f(R?) # R?, f n’est pas surjective.
Comme f((1,2)) = f((2,1)) par exemple, f n’est pas injective.

Q2|

— Montrons que (go f)(E) C g(F). Soit x € (go f)(E). Par définition de 'image directe, il existe 2’ € F tel
que z = go f(z'). Donc z = g(f(m’)) Mais en posant y = f(2') € F, puisque x = g(y), par définition de
limage directe, x € g(F).

— Montrons que g(F) C (go f)(E). Soit z € g(F'). Par définition de 'image directe, il existe y € F' tel que
x = ¢g(y). Posons z = f(g(y)) € F. Puisque fog=1idp, z =y et donc x = g(z) = g(f(x)) =(go f)(x).
Puisque z € E, par définition de l'image directe, on a bien = € (g o f)(E).

H

— Montrons que R est symétrique. Soient (x,y) € E? tels que 2Ry. Comme R est réflexive, on a également
yRy et alors d’apres 'hypothese de ’énoncé, on en déduit que yRz.

— Montrons que R est transitive. Soient (r,y,2) € E3 tels que 2Ry et yRz. Montrons que xRz. D’apres la
propriété de ’énoncé, on a que zRz. Mais puisque 'on a déja montré que la relation était symétrique, on
a également xR z.

Q 4| a) Il est clair que la relation est réflexive et symétrique. Montrons la transitivité: soient (z,y,2) € R3 tels que
Ry et yRz. On a donc
x2—y2:x—yety2—z2:y—z
Montrons que xRz. Pour cela, additionnons les deux égalités précédentes:

$2—22:$—Z

b) Soit un réel x € R. Sa classe d’équivalence est définie par
Co={yeR|2®—y’=o—y}={yeR|(@—y)(a+y—1)=0}

On a donc
Cp ={z,1—2a}
@ a) Soient (z,y,2) € E? tels que xSy et ySz. Il existe donc (n,p) € N* et (xo,...,zs) € E™, (yo,...,yp) € EP tels
que T = To, Tn =Y = Yo, Yp = 2 avec Vi € [0,n — 1], x;Rx;41 et Vi € [0,p — 1], y;Ry;+1. Posons N = n + p, et
(20, - - - y2n+p) définis par Vi € [0,n], z; = x; et Vi € [n+ 1L,n+p|, 2; = yi—pn. On a bien zo = x et zp1p = yp = 2,
et Vi € [0,n +p — 1], ziRzi11. Donc zSz.
b)



— Montrons que S est réflexive. Soit © € E. Posons n =1 et xg = 1 = x. On a bien zg = z, 1 = = et
roRx1 puisque R est réflexive, ce qui montre que xSz.

— Montrons que S est symétrique. Soient (z,y) € E? tels que zSy. Cela signifie qu’il existe n € N et
(%0, ...,1n) € E"! tels que © = xg, ¥, = y et Vi € [0,n — 1], 2;Rx;11. Posons N = n, et Vi € [0,n],
r; = Tp_;. On a bien 2y =, =y, x;, = 20 = x, et Vi € [0,N — 1], zjRx . En effet, sii € [O,N - 1], 2} =
Tp—i, €t Tiy1 = xp—i—1. Comme x,,_;_1Rx,_;, puisque R est symétrique, on a également x,,_;Ra,_;—1,
c’est a dire zjRxj, ;. Cela montre que ySz.

— On a montré a la question précédente que S était toujours transitive.

Par conséquent, S définit une relation d’équivalence sur FE.

M a) Montrons la réflexivité: soit f € F(E,F). Montrons que f < f. Soit € E, puisque < est réflexive sur F', on
a f(z) < f(z). Donc Va € E, f(x) < f(z) ce qui montre que f < f. On montre de fagon similaire la symétrie
et la transitivité.

b) Considérons la fonction f : R — R telle que f(0) =1 et Vo # 0, f(x) = 0, et la fonction g : R +— R définie
par g(0) =0 et Vo £ 0, g(x) = 1. Alors on n’a pas f < g car f(0) £ ¢g(0), et on n’a pas g < f car g(1) Z f(1).
L’ordre n’est donc pas total, car ces deux fonctions f et g ne sont pas comparables.

Q7]

1. La loi * est clairement commutative.
2. Soient (p,q,r) € Z*. Calculons

(prq)*xr=((p+q+pg)*r=p+q+pq+r-+pr+qr+pgr
et
px(g*r)=p*x(q+r+qr)=p+q+r+qr+pqg+pr+pgr

La loi est donc associative.
3. Cherchons un élément neutre. On cherche un élément e € Z tel que Vp € Z,

pxe=exp=p<=e(l+p)=0

On trouve donc un élément neutre: e = 0.
4. Soit un entier p € Z. Est-ce que ’élément p possede un symétrique? On cherche un élément q € Z tel que
pxq=qxp=0, c’est a dire:
pPta+pg=0+=q(l+p)=—p
On voit par exemple que I’élément —1 ne possede pas de symétrique.
5. (Z,x) n’est donc pas un groupe.

Q@ 8| L’hypothese de ’énoncé dit que tout élément est son propre symétrique:

VeeG, zl=ux
Soit alors deux éléments (z,y) € G2. Comme (zy)~! = (zy), on en déduit que y~

zl=zxet y‘1 =y, on trouve que yxr = xy.

Lz~ = xy. Mais puisque



